Caractérisation des matrices de rang 1

Ayoub Hajlaoui

Enoncé : (temps conseillé : 15 min)

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

1) Montrer qu'une matrice A de M, (R) est de rang 1 si et seulement si il existe deux
matrices colonnes non nulles X € M, ;(R) et Y € M, (R) telles que A =X 'Y (out 'Y est la
transposée de Y)

2) Cette écriture est-elle unique ?

Correction :

1) Soit A une matrice de M, ,(R).

Si A est de rang 1, le sous-espace vectoriel de M, ;(R) engendré par les p matrices colonnes
de A est de dimension 1. Dong, si Cy, C,,...C, sont les colonnes de 4, il existe un vecteur non
nul X € M, ;(R) et p réels non tous nuls 4, 4, ...4, tels que : Vi € [1;p], C;, = 4, X.

X, Apxy Apxy o Aux
Si X = x'z ,on a alors : A = /ll,xz AZX? /lp.xz
X, Aix, ApXy, ... AX,
4 X1
En posant Y = /1:2 ,on a alors X 'Y = 2 X( A Ay oo Ay)
4, X,
Xy ApXp . A
. MXy AyXy.oo AX, . -
Donc X 'Y = : ; P = A, avec X non nul (dit précédemment) et ¥ non nul

X, AxX, ... Ax
(car les A, sont non tous nuls).
On a donc montré : si A est de rang 1, alors il existe deux matrices colonnes non nulles
XeM, R)yetY e M (R) telles que A =X 'Y

n

Réciproquement, s’il existe deux matrices colonnes non nulles X € M, |(R) et Y € M, ,(R)

X1 Y1

telles que A = X 'Y, en posant X = x:2 et Y = y:Z ,on a alors :

X, Y,
X V1 X Vo-ee X1Y,

A= xz.y R3¢ 20 x2.yp . Pour tout i € [1; p], la i-iéme colonne de A est donc y, X
X V1 XYy XY,

D’ou : rg(A) = dim Vect(le, »X, .., pr), ou la famille (le, VX, s pr) est engendrée par
une seule matrice colonne non nulle X, et ou les y, sont non tous nuls (car ¥ non nul). Donc
rg(A) = 1.

On a donc montré : sl existe deux matrices colonnes non nulles X € M, (R) et Y € M_(R)
telles que A = X 'Y, alors A est de rang 1.
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En conclusion, une matrice A de M, (R) est de rang 1 si et seulement si il existe deux matrices
colonnes non nulles X € M, |(R) et Y € M, ,(R) telles que A = X Y

2) Soit A une matrice de M, ,(R) de rang 1. On a donc I'existence de deux matrices colonnes
non nulles X € M, ;(R) et Y € M, ,(R) telles que A= X 'Y.

Mais on a donc aussi (par exemple) : A = (%X) X21'Y)= (%X) X '2Y)=X,'Y,

en posant X, = %X et Y, =2Y. Les vecteurs X et Y étant non nuls, on a %X FXet2Y #Y
Onadonc: A=X"Y=X,Y,avec X, #X et Y, #Y.

Cette écriture n’est donc pas unique. ‘
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