Volume d’un tétraedre

Ayoub Hajlaoui

Auz tréfonds de ’espace, prenez de la hauteur,
que vous soyez rapace ou graine d’aviateur.

Enoncé : (temps conseillé : 55 min) Polynésie, juin 2014
Dans un repere orthonormé de I’espace, on considere les points

AGS; -5;2),B(-1;1;0),C0;1;2) etD6; 6; —1).
1. Déterminer la nature du triangle BCD et calculer son aire.
-2

2. (a) Montrer que le vecteur 7| 3 | est un vecteur normal au plan (BCD).
1

(b) Déterminer une équation cartésienne du plan (BCD).

3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite D orthogonale au plan (BCD) et
passant par le point A.

4. Déterminer les coordonnées du point H, intersection de la droite D et du plan (BCD).
5. Déterminer le volume du tétraedre ABCD.
On rappelle que le volume d’un tétraédre est donné par la formule V = %B X h, ou B est l'aire

d’une base du tétraedre et h la hauteur correspondante.

6. On admet que AB = 1/76 et AC = 1/61. Déterminer une valeur approchée au dixieme de degré

—

pres de I'angle BAC.

Correction :

)BC=v/O0-(=D2+0-12+Q2-02=V12+02+22=1/5

BD=(6—(-DP+(6— 12+ (-1-07 =y +5 + (-1’ = /75

CD = /(6= 07 + (6 D? + (-1 - 27 = /6 + 2 + (-3)2 = /70

On voit bien que BCD n’est ni équilatéral ni méme isocéle, mais il ne faut surtout pas s’arréter la.

Il ne faut pas oublier de vérifier s’il est rectangle.
BC? + CD* =5+ 70 = 75 et BD* = 75, donc BC? + CD? = BD?
Donc d’apres la réciproque du théoreme de Pythagore, |le triangle BCD est rectangle en C. ‘

BCx CD _ V5 x /70

2 2

5v/14
2

L’aire du triangle BCD s’exprime donc simplement : Agqp =

V5xV/5x14 _ V5x/5%x1/14
2

2

Donc Apep = . Finalement, | Agcp = (en unités d’aire)

Q www.ayoub-et-les-maths.com
D} ayoub.hajlaoui.scolaire@gmail.com



2)a) Question on ne peut plus classique. Il suffit de montrer que n est orthogonal a deux vecteurs
non colinéaires du plan.

1 7
BC |0]et BD| 5 |sont deux vecteurs non colinéaires (coordonnées non proportionnelles).
2 -1

Encore heureuz, sinon, le plan (BCD) ne. serait méme pas défini...
n. BC 2x1+3x0+1x2=0 et n.BD _—2><7+3><5+1><( H=0
Donc 7 est orthogonal aux deux vecteurs non colinéaires BC et BD du plan (BCD).

Donc | 7 est un vecteur normal au plan (BCD).

2)b) Ah, léquation cartésienne qui vient juste apres la détermination d’un vecteur normal... Un
peu d’originalité dans vos sujets, bon sang!
-2
Le vecteur n | 3 |est un vecteur normal au plan (BCD).
1
Une équation cartésienne de ce plan s’exprime donc ainsi : —2x + 3y +z+d = 0, ou d est une
constante. Pour déterminer d, il suffit de connaitre les coordonnées d’un point du plan :
B(-1; 1; 0)e (BCD), donc =2x (=1)+3x14+0+d =0. Donc d = -5.
Une équation cartésienne de (BCD) est donc : =2x +3y+2z—-5=0

3) 7 est normal au plan (BCD) et D est orthogonale & ce méme plan. La droite D a donc pour

-2
vecteur directeur n | 3 |. De plus, elle passe par le point A(5 ; =5 ; 2). Elle a donc pour représentation
1
x = 5-2t
paramétrique : |4 ¥y = -5+3t ,t€R
z = 2+t

4) N’oubliez pas cette évidence : un point d’intersection entre deux ensembles appartient auz deux
ensembles. ..
Soient (xy ; ¥y 5 zpy) les coordonnées du point H.

H e D, donc il existe ty €R tel que § yy = —5+3ty (cf représentation paramétrique de D)
Zp = 241ty

De plus, H € (BCD), donc —2xy +3yy + zy —5 =0 (cf équation de (BCD))

En remplacant, dans cette derniere équation, xy, yy et zy, par leurs expressions en fonction de #y
(cf systeme), on obtient I’équation suivante :

=205 =2ty +3(=5+3t) +2+1t; —=5=0 c-a-d 1413 —28 =0. Donc 155 = 2.

Xg = 5-2%2
En reprenant le systéme, on obtient finalement : 4 yy = —=5+3x%x2
Iy = 242

On en déduit les coordonnées suivantes : |[H(1 ; 1 ; 4)

5) 1l est temps de récolter ce que nous avons semé tout au long de l'exercice. D’apreés le rappel, il
nous faut U'aire d’une base du tétraédre et la hauteur correspondante. L’aire en question ne serait-elle
pas celle du triangle BCD ? Et dans ce cas, quelle serait la hauteur correspondante ?

Dans un triangle (en 2D donc), une hauteur passe par un sommet et coupe perpendiculairement
le coté (droite) opposé a ce sommet. En 3D, méme principe, ce qui donne : dans un tétraédre, une
hauteur passe par un sommet et coupe perpendiculairement le plan opposé a ce sommet.
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Le triangle BCD est une base du tétraedre ABCD. La hauteur correspondante est AH. En effet, la
droite (AH) (c’est-a-dire la droite D) est orthogonale au plan (BCD) et le coupe en H.

Le volume V,pcp du tétraedre ABCD s’exprime donc ainsi : Vygep = % X Apgcp X AH

AH= G- 12+ (55— 12+ 247 = 16+ 36 +4 = /56 = V4 x /14 = 21/14
5v/14
>

S5vV14
—5— X 2y 14 = % X 14.  Donc | Vypep = 73—0 (en unités de volume)

De plus, on sait (question 1) : Agep =

Donc Vypep = % X

Si Uénoncé dit que les longueurs sont en cm, il faut donner les volumes en cm?. Ici, I’énoncé n'a
pas donné d’unité.

6) Encore une question classique. Quand on nous parle d’angles dans un exercice de géométrie
dans l’espace, il est souvent de bon ton de penser au produit scalaire.

Par définition, | AB.AC | = AB x AC x cos BAC

Pourquoi ai-je mis une valeur absolue au produit scalaire ¢ Parce qu’a la base, la définition du
produit scalaire fait intervenir l'angle orienté (z’cz’ (AB. AC)), qui peut avoir un cosinus négatif. Mais
ici, on nous parle de [’angle m, non orienté, en degrés. On veut que son cosinus soit positif. D’ou

Uintérét de rajouter une valeur absolue au produit scalaire, pour enlever le signe — s’il y en a (un
produit scalaire pouvant bien sir étre négatif).

AB=+(—1-52+(1 - (=52 +(0-27=1/36+36+4=1/76
AC=1V(0-52+(1 = (=52 +2-27=125+36+0= 161
Donc |ﬁﬁ| = \/%\/6—1XCOSB/A\C

-6 -5

Par ailleurs, en utilisant les coordonnées de AB| 6 |et AC| 6 , ona:
) 0

|AB.AC|=|—6x(=5)+6x6—2x0| = |30+ 36| = |66] = 66

En utilisant les deux expressions obtenues de | AB.AC|, on a finalement :

\/%\/67)(008@266

Donc cos BAC = ——
V76161

Donc ]ﬁ\C ~ 14,2°

On a utilisé la touche cos™' (ou arccos) de la calculatrice, en s’assurant bien au préalable que les
angles sont en degrés.
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