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Avant-propos

Ce document comporte une vingtaine de problemes mathématiques corrigés, tous
extraits de sujets de concours de fin de CPGE (concours d’entrée aux grandes écoles),
en filiere PC. Ils sont remaniés de sorte que le programme de Terminale (spécialité et
maths expertes) est le seul prérequis pour en venir a bout. A cette fin, des questions
intermédiaires ont parfois été ajoutées au sujet original. Les notions, définitions ou
résultats qui pourraient manquer a 1’éléve pour parvenir a la résolution lui sont donnés
en hypothese, ainsi que des indications supplémentaires et remarques utiles.

La premieére originalité de ce document réside donc dans sa nature de pont entre le
rivage du lycée et celui des concours. En se concentrant principalement sur des notions
vues par I’éleve I'an passé (suites, fonctions, intégrales, entre autres), il lui propose de
les mobiliser pour faire tomber des questions de sujets de concours, montrant ainsi de
maniére pratique I'intérét de bien maitriser ces notions, de les voir comme des alliées
de taille qui I’épauleront tout au long de la prépa, plutot que de présenter leur révision
comme une corvée estivale. En outre, de par les nouveautés introduites ¢a et la pour affi-
ner ces dernieéres, de par un grand nombre de questions abordant des notions générales
de raisonnement et d’ensembles, ce recueil donne au lycéen un avant-gott de la glorieuse
chevauchée qui 'attend, en lui mettant le pied a I’étrier. Il lui rappellera certaines de ses
errances de I'an passé, tout en le préparant a ’année a venir - sans prétendre constituer
une liste exhaustive de ce qui y sera vu.

Si ces exercices ne nécessitent pas d’autre prérequis que le programme de Terminale,
ils s’avéreront, en pratique, difficiles pour un éleve au sortir du lycée. Le degré d’atsuce
nécessaire, les idées qu’il faut avoir pour faire tomber telle ou telle question, détonnent
avec la plupart des exercices rencontrés en Terminale, dont les pistes étaient en général
plus claires, et les résolutions plus « téléphonées ».

C’est ici qu'intervient la seconde originalité de ce document par rapport a d’autres
recueils d’exercices corrigés, originalité qui constitue son atout majeur : la correction,
tres détaillée, insiste autant que possible sur «le pourquoi de l'idée » , la question de
Papparition de la premiere étincelle : a quoi telle situation nous fait-elle penser ? pourquoi
est-il judicieux d’emprunter telle voie, de penser a telle astuce a ce moment-la plutét qu’a
un autre ? quel écueil faut-il éviter et comment voir que c’est un piege ? Vous trouverez
de telles considérations en italique, en parallele de la correction a proprement parler.
Autant de didascalies rythmant la piéce de théatre mathématique aux premiéres loges
de laquelle vous étes convié. Lever de rideau.






L’auteur en quelques mots

Lauréat de 'agrégation externe de mathématiques en 2020 (64 éme sur 323 admis
et 3069 inscrits), docteur en mathématiques appliquées (université Paris VI), diplomé
de I’école d’'ingénieurs des Mines de Nancy et du master recherche MVA (Maths Vision
Apprentissage) de 'ENS Cachan, je donne des cours de mathématiques (particuliers et
en groupe, niveau lycée a prépa/L3) depuis 2008. Je suis également colleur en MPSI
au lycée Charlemagne (Paris), lycée ou j’ai moi-méme effectué mes années de prépa
MPSI/MP.

Parallelement, je rédige des exercices de mathématiques (principalement niveau
prépa et Terminale) ainsi que des corrigés particulierement détaillés, que vous pou-
vez consulter librement sur www.ayoub-et-les-maths.com. J’y explique a I’éleve non
seulement le cheminement, mais aussi et surtout pourquoi il doit avoir telle idée a tel
moment, pourquoi telle autre idée n’est pas appropriée, quel piege il faut éviter; cela,
dans l'optique de ’entrainer au raisonnement réel, et non a la mimique maladroite qui
est 'apanage du plus grand nombre.

Sur ma chaine youtube « Ayoub et les maths », vous trouverez également bon nombre
de vidéos d’exercices corrigés niveau Terminale et prépa (parmi ceux que j’ai donnés
en colle notamment), des séries thématiques pour vous familiariser avec des notions
spécifiques comme le signe somme, le calcul matriciel, la valeur absolue, ainsi que des
conseils plus généraux pour vous améliorer en mathématiques. Et méme, une série
dénommée « Ou est 'arnaque » : ce sont des exercices corrigés avec des erreurs de
raisonnement volontaires - révélées en fin de vidéo, bien sir - pour tester votre vigilance
mathématique...
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Introduction

Les problemes présentés dans ce document sont de longueur et difficulté variables.
Une évaluation de cette derniére, subjective, est précisée a titre indicatif en début de
chaque probleme :

(*) facile (**) moyen  (***) difficile  (****) particulierement difficile

J’insiste sur le caractere subjectif de cette évaluation. Si elle s’appuie sur des parametres
tels la complexité des notions mises en oeuvre et le fait que les astuces a voir pour
résoudre les questions de chaque exercice soient plus ou moins cachées, plus ou moins
évidentes, I'observation empirique I'influence grandement : une sorte de moyenne vague
de la difficulté ressentie par les nombreux éleéves que j’ai pu cotoyer (cours particuliers,
TD, colles...) face a un genre de question ou d’enchainement de questions. Il s’agit aussi,
pour moi, de comparer, en termes de difficulté, les exercices de ce document les uns aux
autres.

Pas de panique, donc, si vous butez face a un exercice classé comme « moyen » ou « fa-
cile » . Faites de votre mieux dans le temps imparti, puis lisez attentivement la correction.

En parlant de temps : pour chaque probléme, un temps de travail préconisé est indi-
qué. Il ne correspond pas forcément au temps au bout duquel ’exercice doit étre résolu,
mais plutdt au temps de recherche au bout duquel il devient raisonnable de commencer
a regarder la correction. Il peut en effet étre pertinent de vous imposer de réfléchir en
temps limité, pour vous entrainer aux conditions d’examen. Mais si tel énoncé vous
intrigue particuliérement, si vous vous sentez prét de le faire tomber, si vous aimeriez en
venir a bout (peut-étre pour des raisons de fierté personnelle, peut-étre pas), quitte a lui
consacrer plus de temps que les autres, n’hésitez surtout pas. C’est en jouant de ces deux
modes temporels que 'on peut s’améliorer durablement en mathématiques. Une telle
idée est développée plus en détail dans cet article.

Chaque énoncé est suivi de « remarques sur ’énoncé ». Il ne s’agit nécessairement
d’indications sur la résolution, mais plut6t de précisions sur les notations introduites par
I’énoncé, ou de rappels de concepts mathématiques utiles.

La correction a proprement parler est en caractéres normaux. Les passages en ita-
lique correspondent a des commentaires sur cette correction. Principalement, le fameux
«pourquoi de lI'idée » , cette substance fugace décrite tant bien que mal dans 'avant-
propos. Mais aussi, par moments, des réflexions sur d’autres méthodes que celle choisie
dans la correction, des analogies avec d’autres situations, des discussions sur telle ou
telle erreur courante commise par les éleves a tel endroit. Plus rarement, deux ou trois
confidences sur mes choix éditoriaux : pourquoi ai-je reformulé ainsi la question origi-
nellement présente dans le sujet ? Pourquoi ai-je ajouté telle question? Vous mettre a la
place du « concepteur » du sujet (méme si le titre qui me conviendrait le mieux ici serait
celui de reformulateur), tenter d’en comprendre la cohérence, vous attacher aux liens
entre les questions et a leur fil conducteur peut vous aider a vous sortir du labyrinthe.


https://www.ayoub-et-les-maths.com/2019/05/ameliorer-son-niveau-en-mathematiques-les-temps-courts-et-les-temps-longs/

Place, maintenant, a de bréves considérations d’ordre général, qui seront complétées
au besoin par les remarques sur chaque énoncé. Votre aventure mathématique dans le
supérieur consistera en grande partie en la manipulation d’assertions . Ce sont des
phrases syntaxiquement correctes (autrement dit, qui ont du sens) et qui sont soit vraies,
soit fausses.

Comment ca, « soit vraies, soit fausses » ¢ N’est-ce pas trop général comme définition ?
Toute phrase ne deviendrait-elle pas une assertion ?
Certainement pas, voyez plutét :

e A:«3%+12x7» n’est pas une assertion, car dire qu’elle serait vraie ou fausse

n’aurait aucun sens.

e B:«Vx+R, x% <2» nest pas une assertion, car elle nest pas syntaxiquement
correcte.
C:«VxeR", x? > 0 » est une assertion. C’est méme une assertion vraie.
D : «3x eR, e* <0 » est une assertion. C’est une assertion fausse.
D : «x+7=2»est une assertion. C’est une assertion dont la véracité dépend du
choix du parametre x. Pour 'anecdote, une telle assertion est appelée un prédicat.

Rappelons la signification des symboles V et 3 :

¢ V signifie : « pour tout », ou encore « quel que soit ». L'assertion C se lit donc : « pour
tout réel x non nul, x2 > 0 ». Ou encore, de maniére équivalente : « quel que soit le
réel x non nul, x2 > 0 »

« Jgignifie «il existe ». Lassertion D se lit donc : « il existe un réel x tel que e* <0 »
Voyez comment j’ai intercalé un «tel que » a la place de la virgule, pour que la
phrase ait du sens en francais.

Si A et B sont deux assertions mathématiques, « A = B » (se lit « A implique B »)
veut dire que si A est vrai, alors B est vrai.
Autrement dit, A est une condition suffisante a B.
11 suffit que A soit vrai pour que B soit vrai.
Autrement dit, B est une condition nécessaire a A.
A ne peut pas étre vrai sans que B ne soit vrai.

«A < B » (se lit « A équivaut a B » ou « A est équivalent a B ») veut dire que nous avons
ala fois A = B et B— A. Autrement dit : A est vrai si et seulement si B est vrai.

La négation de « A = B » , notée non(A = B), est « A et non(B) ».
Autrement dit, A n’entraine pas B puisque A est réalisé mais pas B
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Exercice 1

Par sadisme enseignant, auteur serait fort aise

de te voir bégayant entre les hypothéses.

Enoncé : (temps conseillé : 50 min) (***) d’aprés CCINP 2024 PC

On admet qu’il existe une fonction f : |0 ;+oo[ — R vérifiant les quatre conditions
suivantes :
(i) f est dérivable sur |0 ;+oo|.
(i) Vx € ]0 ;+oo[, fx+1)— f(x) =1In(x)
(iii) la fonction f’ est croissante sur |0 ;+oo|
(iv) f(1)=0
Dans la suite, on note (C) 'ensemble de ces quatre conditions.
On cherche a montrer que f est I'unique fonction vérifiant les conditions de (C).
On considére une fonction g : |0 ;+oo[ — R vérifiant les conditions de (C), et on pose

h=f-g. Les questions 1) et 2) sont indépendantes.
1) Montrer que pour tout x >0, on a A(x + 1) = A(x) et A'(x + 1) = A/(x)

2) Soient x € ]0 ;1] et p € N*. Montrer que : f'(p)-g'(1+p)<h'(x+p) < f'(1+p)-g'(p)
1 1
puis que f'(p)—g'(1+p)=h'(p)— —. En déduire que |h'(x+p)—h'(p) < —
p p

3) Déduire des questions précédentes que &' est constante sur |0 ;+oo

4) Conclure.
Remarques sur ’énoncé :

Rappelons la signification de ces symboles, mis en jeu dans cet énoncé et la correction :
e V signifie : « pour tout », ou encore « quel que soit ».
o Jsignifie : «il existe »
e € signifie « appartient a ».
o N* désigne 'ensemble des entiers naturels non nuls, autrement dit 'ensemble des

entiers naturels supérieurs ou égaux a 1
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Correction de ’exercice 1 :

1) Pour tout x >0, A(x+1) = f(x+1)—g(x+1). f et g vérifiant les conditions de (C), et
en particulier (i), il s'ensuit : A(x + 1) = f(x) + In(x) — (g(x) + In(x)) = £(x) — g(x)

Nous avons bien montré : ‘ Vx>0, h(x+1)=h(x) ‘

Le résultat sur les dérivées est a portée de main. Méme si nous sommes dans un cas simple,
explicitons un minimum la démarche.

La fonction x — x + 1 est bien dérivable sur |0 ;+oo|[ car polynomiale. Et méme affine.
De plus : Vx € |0 ;+00[, x+ 1€ ]0 ;+00], et k est dérivable sur |0 ;+oo|.

Par composition, x — A(x+1) est dérivable sur ]0 ;+oo[, et en dérivant membre & membre

I’encadré précédent, nous obtenons bien : | Vx>0, A'(x +1) = A'(x)

D’aucuns pourraient trouver les justifications précédentes un peu longues. Ce sont elles,
notamment, qui permettent de se prémunir d’erreurs de dérivations qui meneraient cer-
tains, par exemple, & se tromper en écrivant que la dérivée de la fonction x — h(x?) est la
fonction x — h'(x?), alors que cest x — 2xh'(x?).

Au-dela de prévenir d’évenutelles erreurs calculatoires, ces justifications permettent aussi
de se rendre compte que « tout se passe bien au niveau des intervalles », c’est-a-dire qu’au
sens de la composition, la fonction « a Uintérieur » (la premiére qu’on applique a x, dans
notre cas la fonction x — x + 1) est bien dérivable sur l'intervalle demandé, et qu’elle nous
renvoie bien vers un intervalle sur lequel la fonction «extérieure » (h dans notre cas) est
dérivable.

En parlant d’intervalles, certains éleves au sortir de la Terminale pourraient s’étonner de
me voir écrire « la fonction x — x + 1 est bien dérivable sur ]0 ;+oo[ car polynomiale ». Ils
aimeraient rétorquer : pourquoi sur ]0 ;+oo[, et pas sur R tout entier ? Rappelons a cet
effet que dire d’une fonction qu’elle est dérivable sur un intervalle I n’interdit pas qu’elle
le soit sur un intervalle plus grand. Dire : « f dérivable sur ]O ;+oo[ » n’interdit pas
& f d’étre aussi dérivable sur | — oo ;01. « Mais alors, vu qu’ici, x — x + 1 est dérivable
sur R tout entier, pourquoi ne pas avoir dit ¢a plutét qu’un intervalle plus petit ? » Parce
qu’ici, c’est la dérivabilité de x — h(x + 1) sur |0 ;+oo[ qui m’intéresse. Et le sens de ce
pavé, c’est d’appuyer l'idée qu’une part de la prise d’initiative en mathématiques, c’est
d’étre capable de faire le tri, dans les informations dont nous disposons, entre celles qui
nous servent et celles dont nous pouvons nous délester. J’ai en téte notamment des situa-
tions - que nous croiserons peut-étre plus loin dans ce document - ou il est judicieux de

ne travailler que sur une partie des deux inégalités d’un encadrement fourni par I’énoncé...
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2) L'énoncé est assez sympathique pour nous indiquer qu’il ne faut pas utiliser les
résultats de 1) ici (ce qui aurait pu nous tenter, et nous faire perdre du temps). Comment
parvenir a l'encadrement demandé ? Revenons a l'expression de h en fonction de f et g...
Pour tout y >0, h(y) = f(y) - g(y). Puis h'(y) = f'(y) - &'(y).

En particulier : 2'(x + p) = f'(x + p) — g'(x + p).
Or, par hypothése (condition (iii)), /' et g’ sont croissantes sur |0 ;+oo[. Et p <x+p <1+p
Donc: f'(p)<fx+p)<f'Q+pletg'(p)<g'x+p)<g'(1+p)

Nous voulons encadrer f'(x + p)—g'(x + p), mais attention & ne pas faire la bétise de
soustraire membre & membre les deux encadrements précédents. Rappelons en effet que
[(@ <bet c<d]entraine a+c <b+d, mais nentraine pasa—c<b-d

Mais que faire dans ce cas ? Tout simplement, multiplier le second encadrement par —1,

en n’oubliant pas de changer le sens des inégalités (-1 < 0)

Le dernier encadrement fournit : —g'(p) = -g'(x + p) = —g'(1 + p),
cest-a-dire : —g'(1+p)<—g'(x + p) < —g'(p). Et rappelons : f'(p) < f'(x+p)< f'(1+p)
Maintenant, nous pouvons additionner membre @ membre ces deux encadrements.
Puis: f'(p)-g'(1+p)<f'x+p)-g'x+p)<f'1+p)-g'(p)

Nous avons bien montré : | f'(p)—g’(1+p)<h'(x+p)<f'(1+p)-g'(p)

Ensuite : puisque g vérifie (ii), nous savons : Vx € |0 ;+oo[, g(x +1)— g(x) = In(x)
g étant dérivable sur ]O ;+oo[, nous pouvons dériver membre a membre pour obtenir :

1
Vxe |0;+o00, g'(x+1)—g'(x) == Une justification plus sobre qu’a la question 1)
x

1 1
En particulier (comme p >0): g'(p +1) - g'(p) = —. Autrement dit : g'(1+p)=—+g'(p)
p p

1 1 1
Donc f'(p)-g'1+p)=f'(p) - (; +g8' () =f'(p)-g'(p)- o= h'(p) - >

1
Nous avons bien établi : | f'(p)—g'(1+p)=h'(p)- =
D

1
Comment, de ces informations, pouvons-nous déduire que |h'(x + p)—h'(p)| < — ? Nous
p

voyons le h'(x+ p) au centre de Uencadrement établi précédemment. Et, forts de la derniére
égalité établie, nous pouvons remplacer, dans l’encadrement, le membre de gauche par

1
h'(p)- 1_3 Mais que faire du membre de droite, f'(1+p)—g'(p) ? Procédons donc de maniére
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similaire & celle que nous avons suivie pour transformer f'(p)—g'(1+ p)

1
De méme que pour g, nous avons : [ (1+p)=—+f'(p)

1 1
Dot : f'(1+p)—g'(p) = 5 +f'(p)-g'(p) = > +h'(p)
L'encadrement obtenu précédemment peut donc se réécrire :

1 1 1 1
R (p)——<h'(x+p)<h'(p)+—.Puis: —— <h'(x+p)-h'(p)< -
p p p p

1
Autrement dit : | |7/ (x + p) - A/(p)| < 5

Rappelons en effet cette équivalence de base dans l'utilisation de la valeur absolue :
pour tout a =0 et pour tout réel t, dire « |t| < a » revient a dire « —a <t <a»

Vous étes souvent trés prompts a vous souvenir de sa définition : pour tout réel x, |x| = x
lorsque x est positif, et |x| = —x lorsque x est négatif. Mais bien moins prompts a garder
en téte les propriétés qui en découlent. Reproche un peu sévéere a l'endroit d’éléves sortant
de Terminale, vu qu’on n’a pas souvent l’occasion de la manipuler sérieusement pendant
cette année-la. Mais en prépa, vous y aurez souvent affaire... Tenez, d’ailleurs, voici un lien

vers une playlist de vidéos passant en revue l'essentiel des propriétés de la valeur absolue

- que vous étes censés avoir vues pour la plupart - et dont vous aurez besoin.

3) Nous savons que pour tout x > 0, A'(x + 1) = A'(x). Par récurrence immédiate, nous

pouvons en déduire que pour tout entier naturel p : A'(x + p) =h'(x) (*)

Leur balancer un « par récurrence immédiate » des l’exercice 1... Risqué... Le but n’est pas
de vous habituer a la nonchalance rédactionnelle : il ne s’agira pas d’écrire ¢a dés que vous
aurez la flemme de rédiger une récurrence. Il s’agit plutét de constater honnétement que
Vinitialisation d’une telle récurrence est immédiate (h'(x) = h'(x)), et que son hérédité est
honnétement triviale : si, pour un certain entier naturel p, h'(x + p) = h'(x) (hypothése de
récurrence), alors h'(x+p +1) = h'(x + p) (par hypothése sur h') et donc h'(x+p+1) = h'(x)

(par hypothese de récurrence)

Nous en déduisons aussi : pour tout entier naturel non nul p, A'(p) =A'(1)

K (p)=h'(1+p—-1)=h~'(1) en vertu de (*), car 1 >0 et p — 1 est un entier naturel

1
Or, nous avons établi en 2) : Vx€ |0 ;1], Vp eN", |2/ (x+p)—h'(p)l = —
p
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Ce qui donne aussi, en vertu de ce qui précede : Vx € ]0;1], Vp eN*, [h'(x)-R'(D)]| < =
p
C’est marrant, il n’y a pas de p dans le membre de gauche, et 'inégalité est vraie pour

tout entier naturel non nul p. Aussi grand que l'on voudrait...

1 1
Soit x € |0 ;1]. Nous savons : Vp e N*, 0< [h'(x)-R' (D)< =.Et: lim —=0
p p—+oo p
Le théoreme des gendarmes (ou d’encadrement, si vous préférez l'appeler comme ca,

mais personnellement, je Uappellerai gendarmes dans ce document) nous permet donc
d’affirmer : lim |A'(x)-A'(1)|=0
p—+oo

Mais |h'(x) — h/(1)| est constant vis-a-vis de p. Dot : pl_i)rﬂpOO A (x)—h' D) =|h'(x)-K'Q) ...

Autrement dit : |A'(x) = A/(1)| = 0, cest-a-dire : A'(x) = A/(1).

Nous avons donc montré : Vx € |0 ;1], A'(x) =h'(1) (*¥)

Nous y sommes presque! Il « suffit » d’élargir I’égalité précédente - pour linstant va-

lable pour tout x € |0 ;1] - & tout x > 0, et le tour est joué...

Soit x > 0. Il existe un entier naturel p tel que p<x<p +1.

Lexistence d’un tel entier naturel p est assez évidente pour qu’a ce stade, son introduction
vous soit permise sans justification. Attention, toutefois, au fait que les inégalités de cet
encadrement ne soient pas toutes les deux strictes (sinon, cela interdirait a x d’étre entier).
Pour les férus de partie entiére, en notant [x] la partie entiére supérieure de x, cet entier p,
en fait unique, est p = [x]—1 (ce qui revient a dire que p + 1 est la partie entiere supérieure
de x).

Autrement dit, il existe un entier naturel p tel que 0 < x— p <1 Nous avons alors :
h'(x)=h'(x—p+p)=h'(x—p) dapres (¥).

Et comme x — p € 10 ;1], (**) nous permet d’affirmer : A'(x — p) = A'(1).

Nous avons enfin établi : Vx>0, A'(x) =A'(1)

Cela nous permet de conclure que | A’ est constante sur |0 ;+oo

4) Comment ca, « conclure » ? Il faut revenir au but annoncé par l’énoncé : « on cherche
a montrer que f est 'unique fonction vérifiant les conditions de (C) ». A cette fin, on a
introduit une fonction g vérifiant ces mémes conditions, puis h = f — g. Nous voulons en

fait montrer que g = f, c’est-a-dire que h est la fonction nulle sur |0 ;+oo|
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Nous savons : 3a €R, Vx>0, A'(x) =a.

h est donc une primitive sur |0 ;+oo[ de la fonction x — a. Or, les primitives de x — a
sont les fonctions x — ax + b, ou b est une constante. A étant une de ces primitives, il

existe donc b e R tel que : Vx>0, A(x) =ax+b Reste a prouver que a et b sont nuls...

f et g vérifient la condition (iv)  On lavait oubliée, celle-la...
Donc A(1)=f(1)—g(1)=0-0=0. D’autre part, A(1)=a+b. Dou:a+b=0.

Une autre équation liant a et b, et le tour est joué.

Nous savons aussi (cf 1) : Vx>0, A(x+ 1) = h(x).
Autrement dit : Vx>0, a(x+1)+b=ax+b ouencoreax+a+b=ax+b.Donc:a=0.

Nous pouvons en conclure : a =b =0, puis : Vx>0, A(x)=0.

h est donc la fonction nulle sur ]0 ;+oo[, ce qui revient a dire que les fonctions g

et f sont égales.

‘ f est bien I'unique fonction vérifiant les conditions de (C).
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Exercice 2

Pour voir le résultat, quelle idée bien féconde

parfois d’aller jusqu’a la dérivée seconde.

Enoncé : (temps conseillé : 35 min) (**) d’aprées X-ENS-ESPCI 2019 PC

Soit p € [0 ;1], et soit g: R, — R la fonction définie par g(x) = In(1 - p + pe”) pour

tout x = 0.

1) Montrer que g est bien définie et deux fois dérivable sur R.. Pour x = 0, exprimer
a

(a+p)?

g"(x) sous la forme ou a et B sont des réels positifs pouvant dépendre de x.

1
2) Montrer que g"(x) < 7 Pour tout x = 0.
2
3) Montrer que In(1—p + pe*) < px + 5 pour tout x > 0.
Remarques sur I’énoncé :
Rappelons au cas ou que R, est I'ensemble des réels positifs. C’est donc [0;+oo

Quant a R, c’est 'ensemble des réels positifs non nul. C’est donc 'ensemble des réels

strictement positifs, c’est-a-dire |0;+oo| .
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Correction de ’exercice 2 :

1) Pour montrer que g est définie sur R, il suffit de montrer : Vx€R,, 1-p+pe*>0
Par hypothese, p € [0 ;1], donc 1 — p =0. De plus, pour tout x =0, e* > 0, donc pe* =0
Comment ca, « pour tout x =0 » 2 N'est-ce pas vrai pour tout x réel ¢ Si, bien stir, mais la,

Javais juste besoin de le dire pour les réels positifs.

Nous voila donc avec une somme de deux réels positifs, 1 —p et pe*. Mais il nous faut une
somme strictement positive...

En tant que somme de deux réels positifs, 1 — p + pe” est nul si et seulement si 1—p et
pe’ sont simultanément nuls, c’est-a-dire si et seulement si, simultanément, p =1 et

p =0, ce qui est impossible. Donc : VxeR,, 1—p +pe* >0.

Enfin, | g est bien définie sur R, . ‘

Remarque : on aurait aussi pu constater : Vx€R,, 1—p+pe* =1+ p(e*-1)
Et, par croissance de la fonction exponentielle sur R, : Vx>0, e* > e®=1,donce*-1=0

Puis, comme p =0, p(e*—1)=0, etenfin 1+pe*—1)=1>0

La fonction x — 1 — p + pe® est dérivable sur R, par produit et somme de fonctions
dérivables. Et nous avons établi : Vx € Ry, 1—p + pe* e R}.
La fonction In étant dérivable sur R}, nous pouvons en déduire, par composée de fonc-

tions dérivables, que g est dérivable sur R..

X !
pe Du In (u(x)), qui se dérive en u ()

Nous obtenons : |Vx =0, g'(x) =

1-p+pe* u(x)

Puis : g’ est dérivable sur R, en tant que quotient, dont le dénominateur ne s’annule pas

sur R, , de fonctions dérivables. Autrement dit, | g est deux fois dérivable sur R,.

ex

Pour tout x>0, g'(x)=p x —————
g)=p 1-p+pe*

Je mets la constante p en facteur en évidence pour ne pas me la trimballer tout le

long de ma dérivation
e*(1-p+pe*)—e*xpe*  pe*(1-p)

= . Enfin :
(1-p + pe*)? (1-p + pe*)? i

Dou:Vx=0, g’(x)=p x

g'(x)= aveca=pe*=0et f=1—p=0| Ou inversement, si vous préférez...

_ar
(a+p)?
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2) La forme demandée précédemment nous aidera peut-étre ¢ établir cette majoration...

Montrons : Va, B € Ry, (a+ B)? = 4ap.
Pour tous « et f positifs : (a+,6)2—4a,3 = a2+2a,6+,62—4oc,6 = a2—2a,6+ﬁ2 = (cx—,B)2 =0

1
Nous avons donc bien : Va, B € R, (a+ )% = 4af. Autrement dit : aff < yie (a+ B)?

A deux doigts d’aboutir au résultat, mais restons rigoureux jusqu’au bout. Attention

a la division par zéro...

a et f sont deux réels positifs. Si a + > 0, et donc (a + B)? > 0. Dans ce cas, nous

1
obtenons donc : a—ﬂ <-
(a+p)2 4
En 1), nous avions établi : Vx =0, g"(x) = _9b aveca=pe*=0et f=1-p=0
(a+ p)?

a+f=1-p+pe* >0 (établi en 1 pour la définition de g). Ouf, condition respectée !

. " 1
Finalement : | pour tout x =0, g"(x) < 1

Linégalité (a+ B)? = 4ap, valable pour tous réels a et f, est équivalente & : aff < %((xz +,62)
Comme elle est vraie quels que soient les signes de a et B, elle fournit plus généralement :
lafl < %(az + ﬁ2). Cette inégalité, relativement simple a obtenir, s’avérera trés pratique
(tellement pratique que mon prof de maths en MP Uappelait « la clé » ) pour pas mal de

majorations dont vous aurez besoin au cours de votre cursus...

Ici, jai un peu forcé le lien avec les inégalités de 2), mais cette clé s’obtient tout simplement
a partir de (lal—1B1)* = 0, équivalente & |a|? - 2|al| Bl +|BI% = 0, cest-a-dire a®+ > = 2|af]

2 2
X x
3) Montrons que pour tout x =0, In(1-p+pe*) < px+§, c’est-a-dire : px+§—g(x) =0

Reconnaitre g, c’est bien la moindre des choses. Et maintenant... Etude de fonction,

avec dérivations successives, pour prouver que cette quantité est positive (le fait de nous

avoir fait pencher longuement sur g"(x) nous y fait penser).
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2
Soit & la fonction définie sur R, par A(x) = px+ % —g(x).

2
h est deux fois dérivable sur R,, et : Vx€R,, A'(x)=p + gx -g'x)=p+ z -g'(x)

1
Puis : VxeR,, A/ (x) = 1 g"(x). Oh toi, je connais ton signe...

D’apres 2), pour tout réel positif x, A”(x) = 0. Donc A’ est croissante sur R, .

D’accord, mais je préférerais le signe de h' sur Ry plutét que ses variations.
pe’ p
1

De plus, 2'(0)=p-g'(0)=p-———=p-—
eplus, A (0)=p-g(0)=p T—piped P

=0.

La croissance de A’ sur R, entraine donc : Vx € R, A'(x) = A'(0) = 0.

h est donc croissante sur R,.
D’accord, mais je préférerais le signe de h sur Ry plutét que ses variations...
h(0)=px0+0—g(0)=—-In(1-p+pe®)=-1In(1)=0

La croissance de h sur R, entraine donc : Vx € R, h(x) = h(0)=0.

X
Nous avons donc montré : Vx =0, px + 8 gx)=0

2
x
Autrement dit : | pour tout x =0, In(1 - p + pe*) < px + 5

Ces dérivations successives d’une fonction différence bien choisie - ici h - pourront vous
tirer d’affaire dans pas mal de situations ot il faut établir une inégalité difficile a obtenir
par opérations « simples » , et ou le fait de dériver arrange l'expression (dans notre cas, le
fait de dériver deux fois nous a permis de tomber sur une fonction dont nous connaissons
le signe grdce a une information préalable sur g).

Bien siir, pour que les choses se passent bien, il faut un minimum de « chance » , ou du
moins un pari sur le fait qu’en rebroussant chemin de h" & h, les signes des dérivées

s’obtiendront relativement simplement.

Vous avez peut-étre (ou pas) déja croisé ce procédé en Terminale, notamment dans le
cadre d’inégalités avec des fonctions trigonométriques.

Voici un lien vers un cas classique de son utilisation, qui permet de démontrer une crois-

sance comparée mettant en jeu la fonction exponentielle.
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Exercice 3

Un point dans ce ciel gris. Concentrez-vous pour voir

Héron d’Alexandrie perché sur son grand phare.

Enoncé : (temps conseillé : 1 h 10 min) (**) d’apres Centrale 2024 PC Maths 1

Co =1
Soit a € R,. On définit la suite (¢, ),en par : 1 a
VneN, cpi1 zé(cn+—)

1) Montrer par récurrence que pour tout n €N, ¢, est bien défini et que ¢, >0

2) Pour tout n € N, donner une expression de c% +1 — o faisant intervenir (c2 —a)?

3) En déduire que pour tout n =1, ¢, = va
4) Montrer que (c,) converge vers va
5) Dans cette question, on suppose que a = 2.
. % 9 1 2n—1
a) Calculer c1, puis montrer que pour tout n e N", ¢;, —2 < 8(3—2)
. . ) " . 1 o1
b) En déduire qu’il existe un réel positif M tel que : Yn eN*, |c, - \/§| < M(ﬁ)

Remarques sur I’énoncé :

L'énoncé originel appelait (c,(a)) la suite que jappelle ici (c,) pour alléger vos calculs

(et les miens). De rien.

Dans la question 1, il faut montrer que pour tout n € N, ¢, est bien défini. Comment
ca? Posez-vous la question de ce qui pourrait mal se passer avec la définition de la suite

(cn).
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Correction de ’exercice 3 :

1) Bon, ben, « par récurrence » , les choses sont dites...
Soit, pour tout n € N, la propriété P, : « ¢, est bien défini et c,, >0 »

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, P, est vraie.
Initialisation : ¢ est bien défini, ¢ = 1 > 0, donc Py est vraie.

Hérédité : Supposons que pour un certain n € N, P,, soit vraie, et montrons que P, 1
aussi est vraie.
Supposons donc que ¢, soit bien défini, et que ¢, > 0.

a
¢, est en particulier non nul, donc é(cn + —) est bien défini. Autrement dit, ¢,,,1 est
Cn
a a
bien défini. Et comme ¢, >0eta=0: — =0, puisc,+ — =c¢, >0. Dot : ¢,;,+1 > 0.
Cn Cn
P,, .1 est donc vraie. Pas ’hérédité la plus dure...

Conclusion : Le principe de raisonnement par récurrence nous permet de conclure que

pour tout entier naturel n, P, est vraie.

Autrement dit, pour tout entier naturel n, c, est bien défini et ¢, > 0. ‘

1 a 9 1 a a2
2) Pour tout neN, c2 1 —a==(cn+—) —a==(ch+2c, x —+—)—a
1 a? 2 a a? 2 a a?
Donc : ciﬂ—a:—X(C%L+2a+—2)—a:—"+—+—2—a:—"——+—2
4 Can 4 2 A4ey 4 2 A4cy,

Que faire de tout ce bazar ? Une mise sous le méme dénominateur, pour y voir clair...

4 2, .2
c;—2ac? +a
2 _g=n ""n 7 Ah. Et la, que remarque-t-on ?

Puis:c; 4 5
4cy,

. 2 —
Enfin:|VneN, ¢, ,—a= Py

On a vraiment fini, la? Lénoncé - qui demande une expression « faisant intervenir
(ci —a)? » - est certes un peu vague mais, d’'une part, notre expression fait bien inter-
. 2 . . o .
venir (C% - a) , et d’autre part, je ne vois pas comment on pourrait faire plus simple

en respectant cette contrainte. Un ou deux petits malins auraient pu se dire : « ben :

2
n+1

donnent de leurs nouvelles...

co.i—a= (c% —a)—(c2-a)+c?  —anr Qu’ils essayent aux concours, et qu’ils nous

n n+1
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P) 2
2 _ (Cn _a) . . . ..
a=———"—=0  Un carré de réel est toujours positif

3) Pour tout neN, ¢, ;- 5
4cs,

Donc : ci +1 = a. Puis, par croissance de la fonction carré sur R, c?l L1 = Va.
De plus, ¢,+1 >0, donc \/C?H_l =Cn+l

x six=0
Rappelons que pour x réel, vV x* = |x| =

) . Donc on n’a pas toujours V x% =x
six<0

Nous avons donc montré : Vn €N, ¢, 41 = va. Autrement dit : | Vrn=1, ¢, = va

Dire : « pour tout n = 0, une propriété P, .1 est vraie » revient effectivement a dire, en
décalant : « pour tout n =1, P, est vraie » De maniere explicite (mais vous n’aurez pas a
le redémontrer a chaque fois que vous aurez recours a cette reformulation) :

e si pour tout n =0, P, 1 est vraie : comme, pour tout n =1, n—1=0, P,_1)41 est vraie.
D’ou : pour tout n =1, P, est vraie.

e réciproquement : si, pour tout n =1, P, est vraie : comme, pour tout n=0, n+1=1, on

a bien : Vn =0, P, 1 est vraie

4) On vient de nous faire prouver qu’a partir du rang 1, (u,) est minorée par va...
Etudions donc les variations de cette suite, en espérant trés fort qu’elle soit décroissante
(au moins a partir d’un certain rang).

1 2
a Cn Q ci+a

Pour toutneN, cpy1—cp==(ch+—)—cp=——>+ =——— avec2¢c, >0
u n+l1 n 2( n Cn) n 2 " 2, 2, n

Cn+1 — Cn est donc du signe de a — c%. Or:Vn=1, ¢, =+va. Dou, par croissance de
la fonction carré sur R, : Vn =1, c% >a
Oui, c’est vrai, on détricote un peu ce qu’on a tricoté en début de 3)...

Donc:Vn=1, a—ci <0,etdoncec,i1—c, <0
A partir du rang 1, la suite (u,) est décroissante et minorée (par v/a), donc d’apres
le théoreme de convergence monotone, elle converge vers un réel [ = va .

Aucune raison, a ce stade, de conclure « vers v/a ».

1 a
De plus, en considérant la fonction f : x — E(x +—), nous avons : VR €N, c¢,11 = f(cy)
x
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Et la, je veux me servir de ce sympathique théoréeme que vous voyez en Terminale, par-
fois sous le nom de « théoréme du point fixe » , qui vous assure que si (u,) converge
vers I, et si | appartient & un intervalle I sur lequel f est continue, alors f(I)=1. Mais
Jai un petit souci d’appartenance... Je sais que | appartient a [\/cT; +oo[, mais st a =0,

cet intervalle contient 0, et f n’est méme pas définie en 0... Si a = 0... Traitons ce cas a part.
Nous savons que a € R,.

Sia>0:(c,) converge vers un réel [ € [va;+oo[. Or : [va;+oo[ = ]0;+o0].
Pour A et B deux ensembles, « A < B » se lit : « A est inclus dans B »

Donc : [ € |0;+00]. Et la fonction f est bien continue sur |0;+oo[. Le théoréme du point

1
fixe nous permet de conclure que f(I) = . Autrement dit : §(l + %) =1

Ou encore : 2/ =]+ %, c’est-a-dire : [ = cl—l

Nous obtenons donc : [% = a, et enfin (comme [ 20): I/ =a

Le théoreme cité permet d’aller vite, mais dans ce cas ou f est relativement simple (ne

fait par exemple pas intervenir exp, In...), on peut aussi en faire ’économie, en reprenant :

VneN, cpi1= §(cn + Ci) Et comme nous savons que (c,) converge vers | # 0, un passage

a la limite (faire tendrenn vers +o00) de chaque cété - avec quotient, somme et produit de
a

1
limites du coté droit - donne, par unicité de la limite, cette méme égalité : | = E(Z + 7)

Si a =0 : la relation de récurrence vérifiée par (c,) devient : VR eN, ¢, 41 = 2 X Cp

1
La suite (c,) est donc géométrique de raison 3 €]-1; 1[. D’ou : (¢,,) converge vers 0.

Dans ce cas aussi, (c,) converge bien vers v/a, c’est-a-dire v0

Nous avons bien établi, dans tous les cas, que |(c,) converge vers va

1 2 1 2 1 2 3
5)a) c¢1 = 5(004‘0—0) = E(C()-i'c—o) = 5(14‘1) donc c1= 5

2 2

D’aprés 2) : pour tout n €N, ¢? _z—w
P -P > “n+l - 462
n

Ce serait sympa d’avoir une inégalité faisant intervenir c% —2et c% 12
Or, d’aprés 3) : pour tout n € N*, ci =2, puis 4ci = 8 et, par décroissance de la fonction

2 2 2
1 1 c2-2)" (c2-2
inverse sur R}, — < —. D’ol1 (comme (c, —2)* = 0) : (e 5 ) < (¢, —2)
4c; 8 4cs 8
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1
Autrement dit : Vo eN*, ¢2,, -2< 3> (2-2)% (%
: . : 1 ont . . :
Bon, pas mal ce petit 8... Mais quid du (=) a faire apparaitre ? Cette puissance

32
de 2 en exposant... Peut-étre qu’une récurrence... Avec l'inégalité obtenue précédemment

qui nous servirait dans Uhérédité...

1 )2n—1
. 32 )
Montrons par récurrence que pour tout n e N*, @, est vraie.

Soit, pour tout n € N*, la propriété @,, : « c% -2<§(

»

9 8 1 1 011 1

Initialisation : ¢ —2==—- =~ et 8(==)® =8(=

' ‘ 4 4 4 "'32 32
Linégalité au sens large est bien vraie.

1
)1 =1 donc Q1 est vraie.

Hérédité : Supposons que pour un certain n € N*, @, soit vraie, et montrons que @, 1

aussi est vraie.
2 1 gn-1 . . 1 2
Supposons donc que c; —2 < 8(3—2) . Et faisons intervenir 3> (cz—2)"...
]_ n-1

Nous savons en fait (d’apres 3) : 0< ¢2 -2 < 8(3—2)2

Par croissance de la fonction carré sur R, : (c’est pour utiliser ca que j'ai rappelé 0 <...)

2 1 9172 1 27 1x2 2 12
(c2-2) 564X[(3—2) ] :64x(3—2) Donc : (¢ —2) 564x(3—2)

Loccasion de vérifier que vos régles de calcul sur les puissances sont bien maitrisées...

1 64 1 .92 1 .on

Puis : = x (¢2 -2)% = — x (=) =8x (=) Nous avions établi par ailleurs (cf (*)) :
8 1 8 32 32 1

. -2< 3 (¢ —2). Nous en déduisons : ¢2, ;-2 < 8(3—2)2 :

« Par transitivité de la relation d’ordre < », si on voulait frimer...

Q.1 est donc vraie.

Conclusion : Le principe de raisonnement par récurrence nous permet de conclure que

pour tout entier naturel non nul n, @, est vraie.

1 n-1
Autrement dit, pour tout entier naturel non nul », c% -2< 8(3—2)2

5)b) Vu ce que nous avons établi en 5)a), ce qu’ils nous demandent maintenant n’a pas
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Lair si difficile...

1 n-1
D’apreés 5)a), nous savons : Yn € N*, (¢, — V2)(cp + V2) < 8(3—2)2 ,avec c, +V2 >0
8 11 8 1 g1 1
— (=) = —x(= +V2>V2 et 8x (—
oz =gl Caren et 8x(g5)

Enﬁn,commecn—\/EEO, Icn—\/glzcn—\/g

2n—1

Donc:cn—\/gs =0)

8 1 on-1
< ;;éf X (EEE)

8
Avec le réel positif M = — = 4v/2, nous avons bien établi :

V2

Vn e N¥, |cn—\/§|sM(3i2)

2n—1

Remarque : jaurais pu obtenir une majoration plus fine avec un M plus petit : a ’étape,
1,91 8 1 on-1 | 8 1 )2'“1 8 1 )2”*1

cn-l-—\/g(ﬁ) < ﬁx(ﬁ) ,jaurais pu écrire w—ﬁ[ﬁ < mx(ﬁ

puisque cp, = V2

Et jaurais donc établi I'inégalité encadrée, cette fois-ci avec M = 2V'2. Mais bon, puisqu’on

ne m’a rien imposé sur M mis a part qu’il soit un réel positif...

Voici un lien vers un exercice sur les suites auquel, par certains aspects, celui que vous

venez de subir me fait penser.
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Exercice 4

Factorielle puissance intégrale a la suite :

Je vois dans tous les sens des gens prendre la fuite...

Enoncé : (temps conseillé : 1 h 15 min) (**%*) d’aprés Mines-Ponts 2017 PC Maths 2

On rappelle qu'une suite (u,),en converge vers un réel [ si et seulement si :
Ve>0,AN.eN, Vn=N,,|lu,-1l|l<e

b
Soit b € ]O ; 1[. Pour tout entier naturel non nul n, on pose I, = f (te )" d¢
0

nn+1
Soit y un réel strictement positif. On pose, pour tout n e N*, a,, = ' y".
n!
In(1+x
1) Montrer que : lim ¥ =1
x—0 X
On+1

n
2) Calculer lim . On pourra s’intéresser a : lim (1 + —)
n—+oo ap n—-+oo n

3) En déduire que, si y < e !, alors lirP a, =0. On pourra, aprés Uavoir justifié,
n—+oo

1-ye

utiliser le fait qu’il existe un entier naturel non nul N tel que : Vn=N, a, < ye+

4) Etudier les variations de la fonction f :u — ue™ ™ sur R,

n

5) Montrer enfin que : lim I,=0

n—+oo p!

Remarques sur I’énoncé :

Rappelons au cas ot que R, est I'ensemble des réels positifs. C’est donc [0;+oo[
Quant a R}, c’est 'ensemble des réels positifs non nul. C’est donc I’ensemble des réels

strictement positifs, c’est-a-dire |0;+oo| .

Rappelons aussi la signification de ces symboles mis en jeu :
o V signifie : « pour tout », ou encore « quel que soit ».
o Jsignifie : «il existe »

e € signifie « appartient ».
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La définition de convergence avec les quantificateurs rappelée par I’énoncé est ra-
rement présentée en Terminale (ou alors, de maniére succinte, sans insister dessus).
A moins que vous ne soyez particulierement familier avec cette définition, et que vous
n’ayez eu l'occasion de la manipuler assez, cet énoncé, bien que court, risque de vous

donner du fil a retordre...

«Ve>0, 3N eN, Vn =N, ,|lu, —1| <e» donne, en francais : « pour tout réel epsi-
lon strictement positif, il existe un entier naturel N, tel que pour tout (entier naturel)
n supérieur ou égal a ce N, , |u, —I| < e¢ (autrement dit la distance entre u, et [ est
inférieure a €) ».

Dire |u, —Il|<erevientadirel —e<u, <l +e¢

Lidée est donc la suivante : les termes de la suite peuvent étre rendus aussi proches que

Ion veut de / a condition de prendre des rangs n assez grands.

Schéma a main levée (je pense que ca se voit...) représentant les premiers termes d’'une

suite (u,) convergeant vers [

Le schéma ci-dessus est censé représenter les premiers termes d’une suite convergeant
vers [. Quel que soit le « faisceau » de rayon non nul (¢ > 0) centré autour de / (correspon-
dant a 'intervalle ] I —¢; I + € [ en ordonnée), il existe un rang N, a partir duquel tous les
termes de la suite sont emprisonnés dans le faisceau.

Et ce, quel que soit le rayon € du faisceau, du moment qu’il est non nul...

Dans cet exemple, pour le € de la figure, N, = 3 semble convenir (tous les entiers supé-
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rieurs ou égaux a 3 aussi, d’ailleurs...). Pour tous les n supérieurs ou égaux a ce N, on
voit effectivement : [ —e < u, <! +¢ (autrement dit, —e <u, —1 <¢, ce qui équivaut a dire :

lup -1 <e)

Une variante légerement plus rigoureuse de I'écriture avec les quantificateurs (bien que
la précédente soit couramment utilisée et tolérée) est :

Ve>0,AN.eN,VneN, n=N, = |u,—-1l|<e

Pourquoi plus rigoureuse ? Parce que dans la premiére, lorsqu’on écrit Vn = N, on n’in-
dique pas la nature du n en question. Un correcteur de mauvaise foi pourrait faire
semblant de comprendre que les n dont on parle seraient des réels en général (alors que
le contexte indique clairement que ce sont plus précisément des entiers naturels mais

bon, que pouvons-nous contre la mauvaise foi...)

Vous pourrez rencontrer d’autres variantes de cette définition parlant plutét de N
au lieu de N, (ce qui est tout a fait permis, mais j’aime bien N, ca nous rappelle que ce
rang dépend de €), ou encore mettant un signe < a la place de < (ce qui ne change rien a

la définition, grace au V € du début)

Finissons ces remarques avec un rappel sur la notion de divergence vers +oo.
Dire : liIP Ap=+ocorevientadire: VM >0, AnpeN,Vn=ng, \n=M

n—+oo
En francais : « pour tout réel M strictement positif, il existe un entier naturel n( entier
naturel tel que pour tout (entier naturel) n supérieur ou égal ace ng, 1, =M »
Autrement dit, A, peut étre rendu aussi grand que ’'on veut (plus grand que n’importe

quel M) pourvu que n soit assez grand.
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Correction de ’exercice 4 :

1) Une limite classique que pas mal d’entre vous ont dii voir en Terminale. Mais ici, il
faut la redémontrer. Comment faire 2 Un calcul direct donne une forme indéterminée : le
numérateur et le dénominateur tendant tous deux vers 0 lorsque x tend vers 0. Confrontés
a ce genre de situation, beaucoup d’éléves de Terminale lancent « factorisation!» par
réflexe. Ici, pas de factorisation particuliére a se mettre sous la dent...

Une autre considération - boudée par les éléves en général, parce qu’elle fait appel a une
notion plus souvent manipulée en Premiére qu’en Terminale - permet parfois de lever ce
genre d’indétermination.

Rappelons que si f est une fonction définie sur un intervalle I et si a est unréeldel : f

fx)—-f(a)

xX—a

est dérivable en a si et seulement si le taux d’accroissement admet une limite

: ) . f@)-f(a) . .
finie en zéro. Dans ce cas : lim ————— = f'(a). En Premiére, vous vous en étes souvent
x—a

x—a
servis pour prouver Uexistence du nombre dérivé f'(a) et le déterminer. Mais dans l'autre
sens, si vous savez que f'(a) existe et que vous avez sa valeur, vous obtenez lexistence et la

. [x)—f(a)
valeur de im ——— ...
x—a  x—a
Soit f la fonction définie sur ]— 1; +oo[ par f(x) = In(1+x). f est dérivable sur
] -1; +oo[ (et en particulier, en 0) en tant que composée de fonctions dérivables :
en effet, x — 1+x est bien dérivable sur | — 1 ; +oo[ (fonction affine) et, pour tout x

appartenant & | — 1 ; +oo[, 1+x appartient a |0 ; +oo[, intervalle sur lequel In est bien

dérivable. . .
! _ . . . ! _ —
Pour tout x? | 1, }(”0()x) =1z’ et en particulier : f'(0) = 170 1
D’ou : liII(l) % =f'(0)=1. Or, £(0) =In(1+0)=1n(1) = 0.
x— X —
In(1+
Nous avons donc bien établi : lin(l) u =1 Cette démo classique en vidéo
x— X

An+1

2) Voyons voir ce que donne lexpression de , avant de nous intéresser a la limite

an
suggérée par l’énoncé.

a
Pour tout entier naturel non nul n, a, # 0 (en particulier car y # 0), donc ntl st
Qn
a n+1)n+2 n! 1
bien défini. Et, pour tout n € N, ntl ( ) nly —x—
an (n+1)! pntl  yn
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Oui pardon, plutét que d’écrire un gros quotient immonde de deux fractions, jai préféré

maultiplier la premiére par l'inverse de la seconde... Place aux simplifications, maintenant.

ape1 _ (A D™ 1

Rappelons que : (n +1)! =n! x (n +1). Nous obtenons donc : X Xy
an n+1 nn+l
+ 1)+l +1\n+1 1\n+1
Puis:an+1:(n ) y:(n—) xy:(1+_) Xy
an nn+l n n

Et nous voulons la limite de cette expression lorsque n tend vers +oo.

1
Premier jet : lim — =0donc lim 1+ — = 1. Or, pour tout entier naturel n, 1" =1.
n—+oo n n—+oo n
1\n+1
Donc : lim (1 + —)

4 = 1. Vous étes d’accord avec ¢ca ? Vous ne devriez pas.
n—+oo n

Pourquoi donc? Au-dela du fait qu’il puisse paraitre trop simple - et nous dispense
méme d’utiliser lindication de [’énoncé - quel reproche objectif formuler a un tel raisonne-
ment ?

. . 1 . .
Il est tout a fait exact d’affirmer : 11111 — = 0. Il est tout aussi exact de dire que pour
n—+oo p
1,\2+1
tout entier naturel n, 1" = 1. Il est parfaitement faux d’en déduire 111}1 (1 + —) =1
n—+o0o n

Pourquoi ? Parce que la variable n, que nous faisons tendre vers +oo, est présente a la fois

dans 1+ — et dans l'exposant n + 1.

n
11000
Dire : liI_P (1 + —) =1 elit été exact (remplacez 1000 par l’entier fixé de votre choix, ¢ca
n—-+oo n —_—
reste vrai). D’ailleurs, qu’est-ce qui vous permet de l'affirmer ? Le fait que : lirP 1+—=1,
n—+oo n

1000 o5t continue (car polynomiale) sur R (donc en parti-

et le fait que la fonction g :x — x
. i 1
culier en 1), nous permettent de conclure, en composant : hI-P g(l + —) = g(1) = 11900,
n—+00
111000 "
Autrement dit : lim (1 + —) =1
n—+oo n
Mais avec n en exposant, qui serait votre fonction g ? Ce serait plutét la fonction g, : x — x",
qui change a chaque rang n... Vous ne pouvez plus faire semblant d’effectuer une composée

de limites licite. Bon, reprenons notre calcul, et tentons autre chose...

Pour tout n e N* : =
an

Qn+1 " 1 . 1
—(1+—) ><(1+—)><yavec lim (1+—)><y:1xy:y
n n n—-+oo n
1\7
Quid de (1 + —) ? Nous allons lui faire subir une transformation & laquelle vous aurez
n
souvent recours face & une quantité dépendant de votre variable et élevée a une puissance

dépendant aussi de votre variable...
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Pour tout n € N*, (1+ %)n = exp [ln((l + %)n)] = exp [nln(l + %)]

Euh, d’accord... Et en quoi ¢a nous avance pour déterminer sa limite ? Voyez plutot :

In (1 + %)

Pour tout n € N*, nln(l + —) =
n

Oh, cette forme me rappelle quelque chose...

S|

1 In(1+
Or,: lim — =0. Et nous avons établi en 1) : lim u =1

n—+oo n x—0 X

1
= 1. Autrement dit : lim nln(1+—) =1
n—+ n

In (1 + %)
Donc, par composée de limites : nlir+n T

Puis, par continuité de la fonction expone’rlltielle sur R (et en particulier en 1) :
1 1\7

lim exp ln((l + —)n)] =exp(l)=e.Dou: lim (1 + —) =e.
n

n—+o0o n—+o0o n

Eh oui... Si vous trouvez ca peu intuitif, voire bizarre, n’hésitez pas a regarder, a la
1000

1
calculatrice, (1 + M) . Et voyez si ca vous semble plus se rapprocher de e ou de 1...

Enfin, par produit de limites :| lim Antl _

e
n—+oo an Y

3) Supposons : y < e ! (ce qui revient a supposer ye < 1)
Comment, a partir de la limite obtenue précédemment, établir ce qui est suggéré par
l’énoncé? Cet entier N a partir duquel une certaine inégalité doit étre vraie ne vous

rappelle-t-il pas quelque chose ?

. An+1 . e
La suite ( z ) converge vers ye. Ce qui se traduit ainsi :
an
* An+1
Ve>0,AN.eN", Vn=N,, —ye|<e
an

a
Dit autrement : V ¢>0, 3N, eN*, Vn =N, , ye—e<n—+1<ye+e
a

n
J'ai écrit « N. € N* » et pas « N, € N* » comme dans le rappel en début d’énoncé, parce

. . . a N .
qu’ici, la suite ( n+1) est définie a partir du rang n =1

an
Certes, mais que faire de tout ¢ca ? La définition de la convergence commence par : ¥ € > 0...

Autrement dit, nous pouvons appliquer la propriété pour n’importe quel € > 0...

1-ye
En particulier, en choisissant ¢ = Ty (qui est bien strictement positif car ye < 1) :

l-ye a 1-—ye
Yy < n+1<ye+ y
2 an 2

il existe N e N* tel que : Vn =N, ye —
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J'ai pris la liberté de Uappeler N et pas Ni-ye...
2

a 1-—ye
n+1<ye+ y

Nous avons donc en particulier : Vn = N,
an

Bon. Nous sommes parvenus a établir indication. Mais qu’en faire? D’ailleurs, ce
1-ye

ye + , @ quoi bon ?

1—ye_2ye+1—ye_ye+1<1+1 1-ye

.D + 1
2 2 2 2 onc ye <

Par ailleurs : ye +

an .
strictement

1 . e . ye+1
est toujours inférieur a cette constante

A partir du rang N,
n
inférieure a 1...
e+1 ) a
. Nous avons établi: Vn =N, ntl

Posons g = <q

Autrement dit, puisque a, >0:Vn=N, a,+1 < qciznn <ap

(ay) est donc (s)trictement décroissante) a partir du rang N. Ah, si elle était minorée...
Et, pour tout n €N, a, >0. Donc (a,) est minorée par 0.

Le théoreme de convergence monotone nous permet de conclure que (a,) converge vers

unréel [ = 0.

Par passage a la limite, les inégalités se conservent au sens large. = a donc remplacé >

De plus : Vn = N,a,+1 < qa,. Un passage a la limite (n — +o00) dans cette inégalité

fournit : [ < ql

Passage a la limite permis car les deux membres a,.1 et qa, possédent bien une li-
mite finie en +oo. Rappelons aussi que si a, 7 L, alors on a aussi : a,+1 7 l

n—+oo n—+00
Méme suite avec un simple décalage d’indice, donc méme limite.

Puis : I —ql <0, c’est-a-dire : I(1 —q) < 0. En divisant par 1—q, qui est strictement

négatif, nous obtenons : [ <0. Enfin, [ = 0.

Nous avons bien établi que |si y < e 1 alors ligl a,=0.
n—+oo

A partir de : «¥Yn =N, an+1 < qa, » , une autre méthode était possible pour établir
la convergence de (a,) vers 0. On pouvait montrer, par une récurrence relativement simple

(mais y penser ne l’était pas forcément...) : YVn=N, 0<a, < qn_NaN. Une fois cet en-

cadrement établi, comme 0 < q < 1, nous savons : lim qn_N an =0, et le théoréme des

n—+oo
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gendarmes nous permet enfin de conclure : lim a, =0
n—+oo

Voici un lien vers une vidéo d’exercice corrigé ot cette méthode (a peu de choses pres)

est employée pour montrer qu’une certaine suite diverge vers +oo

4) On souffle un peu avec une question plus classique au sortir de la Terminale.

[ est dérivable sur R, par composée et produit de fonctions dérivables. De plus, pour tout

u

réel positif u : f'(u)=e “+ux(—e *)=(1-u)e ™, qui est du signede 1 —u car e * >0

On obtient le tableau de signe suivant pour f'(x), ainsi que le tableau de variations de f :

x 0 1 +00
e—l
0 0

f est strictement croissante sur [0 ; 1] et strictement décroissante sur [1 ; +oo].

f(0)=0e =0, f(D)=1et=et et fx)= ix — Opar croissance comparée.
eX x—+oo
ex

Plus précisément, en utilisant la croissance comparée : — . Too, puis par quotient de
x x—+oo

limites (« =0» ) Bon, ici, ils ne demandent pas explicitement le tableau de variations
00
complet (avec les valeurs/limites) mais comme elles sont relativement simples a obtenir.

Et puis, qui sait, peut-étre nous serviront-elles...

nn+1
5) Pour tout entier naturel non nul n, posons u, = ' I,
n!
nn+1 nn+1 b nn+1 b
vneN*, u, = I,= xf (te™)" dt = xj (F®)" de
n! n! 0 n! 0

f est positive sur R, et en particulier sur [0 ; b]. Donc: V¢ € [0 ; b], (£(1))" =0

Par positivité de I'intégrale, I,, =0, puis u, =0

Maintenant, si jarrivais a majorer intelligemment u,,...
bel0; 1[donc:Vte[0;b],0<t<b<1

De plus, f est croissante sur [0 ; 1] (cf tableau de variations)
Donc : V¢€ [0; b], f(2) < f(b)
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Puis, par croissance de la fonction x — x" sur R, (intervalle dans lequel se situent bien

f@ et FB): (F®)" < (FB))"

Il s’ensuit, par croissance de I'intégrale :  (les bornes étant dans le bon sens)

b b
f (F@®)" de < f (f(®))" dt
0 0

La variable d’intégration est t. Dans Uintégrale, (f (b))n est constante. Rappelons que pour

b
a, b, K réels, f Kdt=(b-a)K (ce qui se retrouve en primitivant : [Kt]z =Kb —Ka)
a

b
Puis : fo (F@)" de<bx (FB))"

n+1

Par suite : 0<u, < x b x (f(b))n Si je m’arrangeais avec ¢a pour utiliser 3)...

n+1 n+1 nn+1
Or, 0 < b < 1 donc (comme x (F(8))™) : xbx(f®))" =< x (F(b))"
n! n! n!
n+1
Nous avons donc établi : Vn e N*, 0<u, < x (f(b))"

n!

Et, par stricte croissance de f sur [0 ; 1], f(0) < f(b)< f(1). Autrement dit : 0 < f(b) < e L.
n+1
x (F(b))" =0.

En posant y = f(b), on peut donc déduire de 3) : lim
n—+oo p!
Le résultat de 3) est utilisable pour tout réel y strictement positif tel que y < el On
est donc bien dans les clous en prenant y = f(b). Soit dit en passant, c’est pour garder
cela que jai temporisé dans mes majoration : plutét que de majorer f(b) par f(1) des le

début, je I'ai gardé, parce que précisément, javais besoin d’un y strictement inférieur a e !

Le théoreme des gendarmes permet enfin de conclure : lim u, =0.
n—+oo

nn+1

Autrement dit :| lim I,=0

n—-+oo nY

Ouf! Bien qu’il ne mobilise que des prérequis de Terminale, cet exercice n’est pas évident
du tout au sortir de cette année. En effet, il sS’appuie sur un certain nombre de réflexes (de
majoration, notamment) pas encore acquis, mais qui vous sembleront plus naturels dans

les mois a venir.
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Exercice 5

Ma feuille est un chaos car ma plume combat

une intégrale en haut, une intégrale en bas.

Enoncé : (temps conseillé : 30 min) (****) d’aprés Mines-Ponts 2014 PC Maths 2

On admet le résultat suivant :
si [a;b] est un segment de R, et si f est une fonction continue sur [a;b], alors f est
bornée et atteint ses bornes sur [a; b]. C’est le théoréme des bornes atteintes.
Autrement dit, f admet un minimum et un maximum sur [a;b], c’est-a-dire qu’il existe

x0,%1 € [a;b] tels que : Vx € [a;b], f(x) < f(x) < f(x1).

Soit f une fonction continue sur R, et soit w une fonction continue sur R a valeurs

dans R} .

_ f " ) dt

f w(t) dt
0

1) Montrer que g est bien définie sur R*

Pour x € R*, on pose g(x) =

2) Déterminer liné g(x)
xXx—
Remarques sur ’énoncé :
Juste au cas ou, dans la traduction du théoreme des bornes atteintes par :
«J x0,x1 €ER, Vx € [a;b], f(x0) < f(x) < f(x1) » , le minimum est f(xo) et le maximum est

f(x1) (& ne pas confondre avec x¢ et x1, qui sont des points de [a;b] ou respectivement, le

minimum et le maximum sont atteints)
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Correction de Pexercice 5 :

1) Les fonctions f et w sont continues sur R, donc par produit, la fonction ¢ — f(¢)w(¢)

aussi. En particulier, pour tout réel non nul x, ces fonctions sont continues sur le segment
X X
[0; x] (six>0)ou [x; 0] (si x <0). Les intégrales f w(t) dt et f f(H)w(t) dt sont bien
0 0
définies.
x 0
Rappelons au passage que : f w(t) dt = —f w(t) dt
0 x

Reste a établir le fait que fx w(t) dt # 0, pour que g(x) soit bien défini. Que savons-
nous de potentiellement utile (?sur la fonction w ? Qu’elle est a valeurs dans R’... Autrement
dit, que pour tout réel t, w(t) > 0...

Il y a aussi ce théoreme des bornes atteintes donné par ’énoncé, et applicable a toute

fonction continue sur un segment...

Pour tout réel x > 0 : w est continue sur R, donc en particulier sur [0; x] D’apres
le théoréme des bornes atteintes, ® admet un minimum sur [0; x]. Autrement dit, il
existe un réel c € [0; x| tel que : V¢ € [0; x|, w(c) < w(?).

X X
Puis, par croissance de l'intégrale (bornes dans le bon sens) : f w(c) dt < f w(t) dt
0 0
X

w(c) étant constant vis-a-vis de ¢, nous obtenons : x x w(c) < f w(t) dz
0
Revenez ici si vous voulez vous rafraichir la mémoire sur lintégrale d’'une constante.

De plus, w est a valeurs dans R} donc w(c) >0. Notre ticket de sortie!
X

D’ou: Vx>0, 0<x><w(c)sf w(t) dt
0

X X
Donc f w(t) dt > 0 et a fortiori : f w(t) dt # 0. Enfin, g(x) est bien défini.
0 0

En conclusion : | g est bien définie sur R}

De méme, pour tout réel x < 0 : w est continue sur [x; 0]. D’apres le théoréme des
bornes atteintes, w admet un minimum sur [x; O]. Autrement dit, il existe un réel

c € [x; 0] tel que : Vit € [x; 0], w(c) < w(?).

0 0
Puis, par croissance de l'intégrale (bornes dans le bon sens) : f w(c) dt < f w(t) dt
X X

0 x

w(t) dt, cest-a-dire : —x x w(c) < —f w(t) dt

Nous obtenons donc : —x x w(c) < f
0

X
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X

Il s’ensuit : x x w(c) 2] w(t) dt. Or, w(c) >0 et x <O.
0

X X

w(t) dt < 0. Enfin, dans ce cas aussi : f w(t) dt #0,

Donc : x x w(c) < 0 et, a fortiori f
0

0
et | g(x) est bien défini pour x appartenant a R* |.

En conclusion : | g est bien définie sur R*

Vous pourrez bientét, sans passer par le théoréeme des bornes atteintes, utiliser direc-

tement le résultat suivant : si h est une fonction continue sur un segment [a;b] (a<b) et
b

si, pour tout réel t € [a;b], h(t) =0, alors : f h(t)dt=0 = Vte[a;b], h(t)=0
(Limplication dans l'autre sens étant vraie etae’vidente)

Autrement dit, pour une fonction h fonction continue et positive sur [a;b] :

b
si f h(¢) dt =0, alors h est identiquement nulle sur [a;b)].

Dans notre cas, w, continue et positive sur [O;x], et n’étant pas identiquement nulle
X
sur [0;x] (mieux encore : w ne s‘annule en fait jamais sur [0;x]), f w(t) dt ne peut étre
0
nulle.

En disant cela, on se servirait de la contraposée de I'implication :

b
f h(t)dt=0 = h identiquement nulle sur [a;b]
a

Lorsque p et q sont deux assertions mathématiques, l'implication p = q est équi-
valente & sa contraposée, a savoir 'implication : Non(q) = Non(p)
Il semble en effet relativement intuitif que si q est une condition nécessaire & p, l'absence
de q implique U'absence de p.

Une erreur courante est de considérer que p = q entrainerait que Non(p) = Non(q)
Ca ne tient pas la route : «s’il y a un incendie, alors il y a de la fumée » n’entraine pas
«8’il y a de la fumée, alors il y a un incendie ».
Par contre, «s’il y a un incendie, alors il y a de la fumée » entraine bien «s’il n’y a pas de
fumée, alors il n’y a pas d’incendie »

Dans notre situation, la contraposée de l'implication :

b
f h(t)dt =0 = h identiquement nulle sur [a;b|
a

b
est Uimplication : h non identiquement nulle sur [a;b] = f h(t)dt#0
a
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2) On nous demande maintenant la limite du quotient d’intégrales g(x) lorsque x tend
vers 0. Intuitivement, f f(w(t) dt et ’ w(t) dt tendraient tous deux vers 0, ce qui nous
ferait une belle forme indéterminée. Que %aire ¢ Nous ne pouvons « calculer » explicitement
ces deux intégrales, puisque nous ne connaissons ni f ni w. Mais nous savons qu’elles
sont continues sur R... Ce qui nous donne le droit d’introduire des primitives, qui nous
permettraient d’exprimer g(x) sans le signe intégral.

Les fonctions w et ¢t — f(¢)w(t) sont continues sur R. Elles admettent donc des primitives
sur R. Soient F' une primitive de w et G une primitive de ¢ — f(#)w(t) sur R.

Par définition : Vx € R*, fo w(t) dt =F(x)-F(0) et f f(Bw(t) dt = G(x) — G(0)

D'ou: Vx e R*, g(x) = % Quid de la limite de ce quotient ¢

Si nous faisions apparaitre des taux d’accroissement, pour ensuite procéder comme

dans lexercice 42

G(x)-G(0) x—0

Donc : Vx € R* =
onc: VxeR", g(x) x—0 ><F(oc)—F(O)

Division-multiplication, pour faire apparaitre des quantités qui m’arrangent.

Or, G est dérivable sur R (et en particulier en 0), car c’est une primitive de la fonc-

tion ¢ — f(t)w(t) sur R. Nous savons plus précisément : Va € R, G'(a) = f(a)w(a)
G(x)-G(0)

Cela nous permet d’établir : lil‘I(l) 0 - G'(0) = F(0)w(0)

x— X —
De méme, F est dérivable sur R (et en particulier en 0), car c’est une primitive de
la fonction w sur R. Et : Va € R, F'(a) = w(a)

F(x)-F
Cela nous permet d’établir : lim F(x)-F(0)
x—0 x—0

=F'(0) = w(0)

Or, w(0) # 0, car w est a valeurs dans R}. Donc, par quotient de limites (passage a
linverse, tout simplement) :
x—0 1

chi_I}(l) FoO—FO) = o0) Puis, par produit de limites : 91613(1) g(x) = f(0)w(0) x o)

Enfin, nous avons établi : lirr(l) g(x)=f(0)
xX—
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Exercice 6

Je vous choisis ce jour ma plume la plus belle

diiment aiguisée pour mes sommations d’Abel.

Enoncé : (temps conseillé : 50 min) (¥**¥) d’aprés Centrale 2013 PC Maths 1

n n
On admet que pour toute suite réelle (u,), si (D lunl), . converge, alors () un),
‘ £=0 £=0
converge aussi.

Soit (a;) une suite réelle décroissante qui converge vers 0, et soit (b,) une suite réelle

n
telle que la suite (B;,) définie pour tout n € N par B,, = Z bp=by+bi+...+b, est bornée

k=0
n
Soit (S},) 1a suite définie pour tout n € N par S,, = Z arbp =agbg+aibi+...+aby,
k=0
On cherche a montrer que (S;) converge.
n—-1
1) Montrer que que pour tout entier n>1,S, =a,B, + Z (ap —ap+1)By,
k=0
2) Montrer que (a,B),en cOnverge.
n—1
3) Montrer que ( )_ (@} —ar+1)Bg), - converge.
k=0

4) Conclure.

Remarques sur ’énoncé :

n n
Le résultat de convergence admis (si ( ) [unl), . converge, alors ( ) uy), . converge
kZO k:O
aussi), traité ici sous I'angle des suites, mais que vous aborderez I'an prochain sous ’angle

des séries, revient a dire que la convergence absolue d’'une série numérique entraine sa

convergence. En voici une démonstration en vidéo.

n
Rappelons, a toutes fins utiles, que pour n € N, Z uy, se lit « somme pour % allant
k=0
de 0 a n des up, », et désigne donc tout simplement ug+ w1 +...+ uy.
n

Plus généralement, pour p, n € N tels que p <n, Z ar=ap+api1+..+a,
k=p
Voici un lien vers une playlist de vidéos courtes. que je vous conseille vivement de consul-

ter pour vous familiariser avec le signe en particulier si vous ne ’avez pas suffisam-
b

ment manipulé en Terminale. Certaines manipulations de sommes dans la correction,
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que vous pourrez certes trouver intuitives sans ce visionnage préalable, vous sembleront

plus naturelles apres avoir regardé ladite playlist.

Entre autres propriétés intuitives qui vous serviront peut-étre pour résoudre ce probleme :
n n
lorsque C est une constante (indépendante de &), on a : Z Cap=C Z ay, (linéarité)

k=0 k=0
C’est une simple factorisation : trivialement, Ca1+ Cag+...+Ca, =C(ai+ags+...+ay)

n n n
La linéarité permet aussi d’écrire Z ap+bp = Z ap+ Z by,
k=0 k=0 k=0

Ajoutons cette précision sur les changements d’indice, qui pourra vous étre utile : pour

n n—1
n =1, la somme Z up—1 est égale a la somme Z Uup.
k=1 k=0
n n—1
En effet : Z Up_1=Ul_1+Us_1+...FUp_1=Ug+ UL+ ... Up_1= Z up
k:]_ k:0

n
De maniere plus formelle, en partant de Z up_1, on pose le changement d’indice

k=1
J =k —1. Puisque k& allait de 1 jusqu’a n, j va de 0 jusqu'a n —1. Et u;_1 est remplacé par
n-1 n-1
u;. On se retrouve donc avec )  uj, qui n'est autre que ) up.
Jj=0 k=0

Les variables % et j dans ces deux derniéres sommes sont en effet « muettes ». Elles ne

sont la que pour indiquer le parcours de 'indice de sommation. De la méme maniere que

2 2
f In(¢) dt = f In(w) du.
1 1

Mais alors pourquoi nous étre embété a poser ce fameux j? Pour ne pas nous em-

méler les pinceaux entre I'ancien et le nouvel indice de sommation.

Pour plus de précisions sur les changements d’indice, n’hésitez pas a consulter cette vidéo.
Oui, oui, encore une vidéo de la playlist dont je vous parle sans arrét, mais elle est bien,

Vous verrez.

Enfin, la transformation de sommes que cet exercice nous fait effectuer (en question 1)
est un grand classique, connu sous le nom de transformation d’Abel. En ce sens, 'annale
de Centrale était plus un prétexte pour vous la présenter qu’autre chose. D’ailleurs,
par rapport au sujet originel, il y a eu une petite modification au niveau des indices (k&
démarrant a 0 plutét qu’a 1), et j’ai pris (b,) réelle alors que pour eux, elle était complexe

(ce qui ne change pas grand-chose au niveau de la résolution).
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Correction de ’exercice 6 :

n
1) Pour tout entier n =1, S,, = Z arpbp. Comment faire entrer les By, dans la danse ?
k=0

De plus, pour tout £ € N*, by =B, —Bj_1.
Eneffet : B —Bp_1=bog+b1+...+bp_1+bp—(bg+b1+...+bp_1)=by,

Pas si simple d’y penser la premiere fois... Si chaque By, est la somme cumulée des

b; pour jde 0 a k, chaque by, est la différence entre deux sommes cumulées successives.

k k-1 k-1 k-1
Ecrit avec %, cela donne : B, —Bp_1 = Z bj—) b;= Z bj+bp— Z bj=bp
J=0 J=0 J=0 Jj=0
k
Attention, dans l'expression Bj, = Z b, je ne pouvais pas choisir k comme indice muet
J=0
k

dans la somme, et écrire une folie du style Z by. k est la borne du haut de cette somme,

bien fixée, et ne peut représenter l’indice qui se balade de 0.. a k. D’ou le choix d’une lettre

différente (j par exemple).

Derniere considération avant de reprendre la correction. Nous avons bien écrit : pour tout
keN*, by, = B, — B},_1. Pour tout k entier naturel non nul. Pas pour k =0, parce que ca
donnerait bo = Bo—B_1, et on n’a pas défini de B_1. Remarque, on pourrait poser B_1 =0,

mais je préfere « expulser » le premier terme de la somme S,, comme suit :

n n
Pour tout entier n =1, S,, =agbg + Z arbr =agbg+ Z ak(Bk _Bk—l)

k=1 k=1
n n n
=aobo+ ) (arBr—arBr-1) =aobo+ Y arBr— Y_ apBj_1 par linéarité.
k=1 k=1 k=1

Vu ce qu’on nous demande d’obtenir, il serait judicieux de transformer la seconde somme.

Le changement d’indice j = k£ — 1 (cf remarques sur l’énoncé) fournit :

n n—1 n—1 n n—1
Z apBr-1=) aj1Bj= Z ar+1Br. Donc S, =agbgy + Z apBp — Z ar+1Bpr
k=1 j=0 k=0 k=1 k=0

J’aimerais bien jouer de la linéarité pour regrouper les deux derniéres sommes, mais les
indices ne partent pas de la méme valeur et ne s’arrétent pas & la méme valeur... Et je

voudrais une somme avec k allant de 0a n—1...
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n—1 n—1 n—1

n
Puis : S,, =agbo + Z apBp — Z ap.1Bp =agpbo+ Z apBr—aoBy+a,B, — Z ap.1Bp
k=0

k=1 k=0 k=0
. n n—1
A la derniere étape, nous avons juste remplacé Z arBy, par Z arpBr—aoBo+a,B,
k=1 k=0
n—1 n
Tout simplement parce que, par rapport a Z apByp, Z arBp, a le terme correspondant a
k=0 k=1

k =n en plus, et celui correspondant a k =0 en moins.

Remarquons aussi : By = by Ben oui, une « somme » ot il n’y a que by...

n—-1 n-1 n—-1 n—-1
Par suite : S,, = agbo+ Z akBk—a0b0+aan— Z ap.1Bp = Z arBr+a,B,— Z ap+1Bp
k=0 k=0 k=0 k=0
n—-1
Enfin : | pour tout entiern =1, S, =a,B, + Z(ak —ap+1)Bp
k=0

2) Par hypotheése, la suite (B},) est bornée. Il existe donc deux réels m et M tels que :
VneN, m<B, <M. En multipliant par a, =0 (car (a,) tend en décroissant vers 0) :
VneN, ma, <a,B, <Ma,

Or: lim a,=0.Donc: lim ma,=0et lim Ma, =0
n—+oo n—+oo n—+oo
Le théoréme des gendarmes nous permet de conclure que (a,B;) converge vers 0.

Bon, I’énoncé demandait juste « converge » , mais le théoréme des gendarmes nous donne

aussi la limite, alors...

Vous avez vu en Terminale qu’une suite réelle est dite bornée si et seulement si elle
est a la fois minorée et majorée.

Meéme si je ne m’en suis pas servi ici, habituez-vous a cette autre formulation, qui pourra
étre plus commode par moments, et qui a l'avantage d’étre aussi valable sur C (¢ca n’a pas
de sens a priori de dire qu’une suite complexe est majorée ou minorée) :

(up,) bornée <= 3A =0, VneN, |lu,|<A

Autrement dit, (u,) est bornée si et seulement si (|u,|) est majorée.

En effet, si (u,) est bornée, avec votre définition de Terminale, il existe deux réels m et M
tels que pour tout n €N, m <u, <M. En notant A la plus grande des valeurs absolues de
m et M - autrement dit, A = max(|m|,|M|) - nous avons bien : VneN, |u,| <A
Réciproquement, s’il existe un réel positif A tel que : VneN, |u,| <A, alors :

VneN, —A <u, <A. (u,) est donc minorée (par —A) et majorée (par A), donc bornée.

J'aurais pu user de cette reformulation dans une correction alternative, qui ne se sert pas
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de la positivité de (a,) :

Par hypothese, la suite (B,,) est bornée. Il existe donc unréel A =0tel que :VneN, |B,| < A.
En multipliant par |a,|=0:VneN, 0 <|a,||B,|<Ala,|. Cest-a-dire : 0 <|a,B,|<Ala,|
Or: n1—1>r-Poo la,|=0. Donc : nl—l»rfoo Ala,| =0. Le théoreme des gendarmes nous permet de

conclure que (la,B,|) converge vers 0, ce qui revient a dire que (a,B;,) converge vers 0.

3) Les choses se compliquent... Convergence d’une suite définie a l’aide d’'une somme

pas commode. A ce sujet, je crois me souvenir qu’on m’a fait admettre un truc...

n—1 n—1
Posons, pour tout n e N*: v, = Z(ak —api1)Br et w, = Z (ap —api1)Bgl
k=0 k=0

Nous cherchons a montrer que (v,) converge, et un résultat donné par ’énoncé nous
permet d’affirmer que si (w,) converge, alors (v,) converge aussi.

1l suffirait donc de montrer que (w,) converge pour parvenir a nos fins.

Par décroissance de (a,), nous avons : pour tout entier naturel &, a, —ap,1 =0.

n-1 n-1
Donc lag —ag+1l = ap —ap+1. Dot : VRN wy = ) lag—ag+1l 1Brl= ) (ar —agp+1) 1Bgl
k:0 k:O

Toujours ¢ca de pris de se débarrasser d’une valeur absolue encombrante...

(Bp) étant bornée, nous savons : 3A =0, VkeN, |By| <A. Habituez-vous, disais-je...
Puis : VneN*, Yk € [0;n—1], (@ —ar+1) IBrl <(arp—ar+1) x A

(ap —ap,1 étant bien positif)

La notation [0;n — 1] (intervalle fermé avec une double barre) désigne juste l'ensemble
des entiers compris au sens large entre 0 et n — 1. Lensemble [0;n — 1| est donc l'ensemble

{O, 1,...,n- 1} (notation moins formelle a cause des trois petits points)

n—1 n—1
En sommant, nous obtenons : Vn € N, Z(ak —aps1) |1Bpl < Z Ax(ap—aps1)
k=0 k=0
n—1
Puis, par linéarité : Vn e N*, w, <A Z (ap—aps1)
k=0

Et alors, ou allons-nous avec ¢a ? - Et alors, ceux qui auront eu la curiosité de consulter
la playli.. - ARRETE AVEC TA FICHUE PLAYLIST'! - Bon, si vous voulez, on va vous
faire voir un télescopage en explicitant la somme. Blague a part, j’ai déja croisé ca (méme
si rarement) dans des exercices de type bac, ot l'on attendait du candidat d’expliciter la

somme pour y voir plus clair.
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n—-1
Or: Z(ak —apy1)=ap—a1+ai1—ags+..+ap9—QAp_1+au_1—ap=0a0—0ap
k=0
En effet, tous les termes se simplifient deux a deux sauf ag et —a,
Une simplification peu formelle, a laquelle le programme de Terminale nous cantonne.
En toute rigueur, l'expression explicite que je donne de la somme (avec assez de termes

pour que vous voyiez bien la simplification) n’est valable que pour n > 3. Mais l’égalité
n-1

Z (ap —aps1) =ag—ay, qui suit est bien valable pour tout entier naturel n non nul. Et, si
k=0

vous voulez vous en convaincre, n’hésitez pas a la vérifier pour n=1, 2 et 2.

Une utilisation du principe de télescopage nous aurait permis d’écrire directement :
n-1

Y (@r—ap+1)=a0—An-1+1=a0—ap

k=0

Nous avons donc montré : Vn e N*, w, < A(ag—ap).

Et alors (bis) ? Et alors, on n’est pas loin d’établir qur (w,) est majorée... Mais un majorant

ne doit pas dépendre de n.

De plus, pour tout n € N* : ag—a, <ag et A=>0donc: Alag—an) <Aag puis : w, < Aayg
La suite (w,) est donc majorée.

Si seulement elle était croissante, et si seulement ce n’était pas une galere a démontrer...

n n-1
De plus :Vne N*, Wn+1 —Wn = Z l(ar —ar+1)Br|— Z (ar —ar+1)Brl =(ar —an+1)Byl
k=0 k=0

Différence de deux sommes qui sont les mémes a un terme pres (celui correspondant a

k =n, que la premiére somme posséde en trop par rapport a la seconde)

Donc: VneN*, wyi1—w, =0 (@, —an+1)By| est une valeur absolue...
La suite (w,,) est donc croissante.

Le théoreme de convergence monotone nous permet de conclure que (w,) est convergente.

Autrement dit : (nz_:l(a E—ar+1)BE), o CODVeErge.
= n-1
4) Daprés 2) et 3), les suites (@,Bn)nen €t ( Y (@ —ar+1)BE), -~ Enfin, d’apres 1),
par somme, |la suite (S,) converge. ‘ 0
Et sa limite est la somme des limites des suites (a, B, )nen €t de (nz_:l(ak - ak+1)Bk)n€N*
k=0
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Exercice 7

Attendez-vous encore & deux ou trois ratures

avant de trouver l'ordre de la quadrature.

Enoncé : (temps conseillé : 40 min) (***) d’aprés Centrale 2021 PC Maths 2

1
Soit f une fonction continue sur I'intervalle [0 ; 1]. On cherche a approximer f f(t)de
0

n
par une expression de la forme I,(f) = Z Aif(xj), oun €N, Ag,A1,...,A, sont des réels,
J=0
et xo, x1,.., X, sont n points distincts de [0 ;1]. Une telle expression I,(f) est appelée

formule de quadrature.

Etant donné un entier m € N, on note R,,[X] ’ensemble des polynémes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a m.

On dit qu’une formule de quadrature I,(f) est exacte sur R,,[X] si:
1 n
VP € R, [X], f P(t) dt = Z AjP(xj).
0 i=0

Enfin, on appelle ordre d’'une formule de quadrature I,(f) le plus grand entier m € N

pour lequel la formule de quadrature I,,(f) est exacte sur R,,[X].
1) Déterminer l'ordre de la formule de quadrature Io(f) = f(0)
2) Faire de méme avec la formule de quadrature Io(f)=f (5)

3) Déterminer les coefficients 1y, 11 et A2 pour que la formule
1
Is(f) = Aof(0) + )Llf(g) + A2 f(1) soit exacte sur Ro[X]. Que peut-on dire sur I'ordre de

cette formule de quadrature?
Remarques sur ’énoncé :

R[X] est 'ensemble des polyndmes a coefficients réels et d’'indéterminée X. Tout
polynome P donné de R[X] sera identifié a la fonction polynomiale associée.
Autrement dit, par exemple, on ne s’embétera pas a faire la distinction entre I'objet
P=X2%24+5X-3, polynome de R[X ] (on peut aussi noter P(X) = X?+5X -3), et la fonction
polynomiale associée, définie sur R par P(x) = x% +5x — 3. Vous ne faites normalement

pas la distinction en Terminale. Vous la ferez sur le plan théorique en premiére année,
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mais de nombreux exercices, problemes de concours, annales, vous permettront de ne
pas la faire. La méme lettre (ici P) pourra désigner le polynome et la fonction polyno-
miale associée. Mais mettez des grand X quand vous parlez du polynéme, et des petit x
(ou autres lettres, minuscules en général) quand vous parlez de I'image que renvoie la

fonction polynomiale P a un réel

Petit rappel sur les degrés des polynomes par le biais d’exemples (rappel qui dépasse un
peu ce dont vous avez précisément besoin dans cet exercice) :

X3-2X +1 est de degré 3, et le coefficient du terme de degré 3 - ou coefficient dominant -
est 1 (coefficient devant X3). 2X —1 est de degré 1, et son coefficient dominant (coefficient
devant X) est 2. 3+5X?2 est de degré 2, et son coefficient dominant est 5

Le polynome 7 est de degré 0. En fait, tout polyndome constant non nul est de degré 0. Et,

par convention, le polynéme nul est de degré —oo.

Un mot sur cette derniére convention, qui peut sembler bizarre mais qui est bien com-
mode, en fait : si deg(.) désigne le degré d’'un polynéme, on veut que, pour tous polynémes
P et @, 'égalité deg(PQ) = deg(P)+deg(Q) soit vérifiée.

Dans le cas de deux polyndomes non nuls, la puissance la plus grande obtenue par produit
des deux polynoémes correspond trivialement a la somme des plus grandes puissances
pour chacun des deux polynomes :

SiP=3X?-4X et @ = X®-2X2%+1, alors PQ = (3X2 —4X)(X3-2X2+1), et le terme de
plus haut degré de PQ est 3X2 x X3 = 3x?2+3

Si le polynéme nul, que 'on notera Py, était de degré 0, on aurait eu, en prenant par
exemple le polynome @ = X : d’'une part, PyQ = Py, et donc deg(Po®) = 0. Et d’autre
part, deg(Py) + deg(®) = 0+1 =1, donc I’égalité souhaitée (deg(PoQ) = deg(P0)+deg(Q))

n’est pas vérifiée. Par contre, en posant deg(PyQ) = —o0o, « —oo+1 = —o0 » marche mieux...

Comme rappelé dans I’énoncé, pour tout entier m € N, on note R,,[X] ’ensemble des
polynoémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a m. En particulier, Ry[X] est
I’ensemble des polynémes réels constants.

Remarquons aussi : Vn,p €N, sin < p, alors R,[X]cR,[X]

Ben oui, par exemple, si P est de degré inférieur ou égal a 3, alors il est aussi de degré

inférieur ou égal a 7...
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Correction de ’exercice 7 :

1) Oi est la somme dans cette formule de quadrature ? C’est un cas un peu trivial avec
0

n=0, 1o =0 et xg = 0. Avec de telles valeurs, on retrouve l'expression Io(f) = Z Aif(xj)
j=0

1
On cherche le plus grand entier m € N tel que : V P € R,,[X], f P(t) dt = P(0)
0

Comment faire 2 Intuitivement, il parait difficile que pour tout polynéme de R,,[X], la
valeur de son intégrale de 0 & 1 coincide avec sa valeur en 0... A moins de polynémes

vraiment simples, et donc d’'un m « petit » ...

1 1
Pour tout P e Rp[X]:Ja R, VR, P(t):a.D’oﬁ:f P(t)dt:f adit=a(l1-0)=a
0 0

1
Et P(0)=a. Donc : V P e Ro[X], f P(t) dt = P(0)
0

La formule de quadrature Io(f) = f(0) est donc exacte sur Ry[X]. Son ordre est donc
supérieur ou égal a 0.
Oui, supérieur ou égal & 0. A ce stade, elle pourrait étre exacte sur des R,,[X] avec m plus
grand. Mais rien que pour R1[X], je ne le sens pas trop...
Le polynéome @ = X appartient a R{[X]. D’une part : f Q) dt :f tdt= [E] =3
0 0 0

1

D’autre part : Q(0) =0 # 3 La formule de quadrature Io(f) = f(0) n’est donc pas exacte

sur R1[X]. Il suffisait en effet d’un contre-exemple pour en casser lexactitude.

0 est donc le plus grand entier naturel m pour lequel cette formule de quadrature est

exacte sur R,,[X]. ‘ Autrement dit, 'ordre de la formule de quadrature Io(f) = f(0) est 0. ‘

2) Pour celle-ci, je vais étre un peu plus gourmand d’entrée de jeu. Je vais voir si elle est
exacte sur R1[X]. Si je vois que non, je reverrai mes prétentions a la baisse et me rabattrai
sur Ro[X]. Pourquoi pas regarder carrément sur Ro[X] ou plus ? Parce qu’un petit coup
d’oeil a la question 3) me fait comprendre que cette derniére aurait peu d’intérét si la
formule de quadrature I1o(f) = f(%) était déja exacte sur Ro[X] ... (Pour la 3, Ag =0,A1 =1

et A3 =0 conviendraient trivialement)

Pour tout Pe R{[X]:3a,beR, VieR, P(t)=at+b.
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D’oﬁ:f P(t)dt:f (at+b)dt= [a—+bt] =—xa+b
0 0 2 . o 2
1 1 1
EtP(g):Exa+b.Donc:VP€[R21[X],f P(t)dt:P(g)
0

La formule de quadrature Io(f)=f (5) est donc exacte sur R1[X], et son ordre est supé-

rieur ou égal a 1.

1
Le polynéme @ = X2 appartient a Ry[X]. D’'une part : f Q) dt —f 2 dt = [ ]
0
1 1 1 1
D’autre part : Q(§) = (5)2 =1 # 3 La formule de quadrature Io(f) = f(§) n’est donc pas
exacte sur Ro[X].
1
Enfin, l'ordre de la formule de quadrature Io(f) = f (5) est 1.
3) On cherche trois réels 1g, 11 et Ag tels que :
1 1
VP € Ro[X], f P(t) d¢t = 1oP(0) + )LlP(E) + A9 P(1)
0
Pour tout P € Ry[X1, 3, b,ceR,P = aX2+bX+c
b
D’une part : f P() dt—f (at?+bt+c)dt= [ +b 5 +ct] = §+ 5 +c

b
D’autre part : AgP(0) + MP(E) +AoP(1) = Agc + )Ll(z + 3 + c) + Ao (a +b+ c)

:a(%+ﬂz) +b(%+ﬂtz) +c(/lo+/11+/12)

On cherche donc trois réels 19,11 et A9 tels que :

Va,b,ceR, %+g+c:a(%+ﬂz)+b(%+az)+c(/10+A1+/lz) (*)

On a bien envie, par identification, de décrérer que cela revient a imposer :
A1 1 /11

1
= +Ag = 3 3 —+ Ay = 2 et Mo+A1+As =1 Cesturai, mais il va falloir le justifier...
Si (*) est vrai, alors en particulier :
1
-enprenantazl,b:Oetc:O:Zl+A2:§
A 1
-enprenanta:O,bzletc:O:71+7L2:§
-enprenanta=0,b=0etc=1:A1g+A1+13=1

Hein ? Mais qu’est-ce qui nous permet de prendre des valeurs de a, b et c en particu-

lier ? Le fait que (*) impose une égalité vraie pour tous réels a, b, et c. Donc, en particulier,
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pour des valeurs de notre choix.

A 1 A 1
Réciproquement, si Zl + Ao = 3’ ?1 + Ao = 3 et Ag+A1+ A9 =1, alors (*) est tri-
vialement vrai.

Résolvons donc le systeme suivant :
(dont les deux premiéres lignes correspondent & un systéme classique de deux équations a

deux inconnues...)

M 1 ) 1 1 1
—+A2 =3 ZLidg =2 Z(1-249)+ g ==
141 ’ 4 ? 3 4( 2) 2 3
5 *h =1 S M =1-20 ) A =1-21
Ao+A1+1g =1 Ao =1-21-22 Ao =1-(1-219)— g
1
=— _1
b2 =5 ) A2 =%
=44 =1-2x> =4 A =3
6 1 1
Ao =g 0 —%6

1
Les coefficients Ag,A1 et A9 pour que la formule I5(f) = )Lof(O)+/11f(§)+/12f(1) soit

1 2 1
S A =ZetAg==
g 1173827

exacte sur Ro[X] sont donc : | g =

1 2.1 1
Que peut-on dire sur Uordre de cette formule de quadrature I5(f) = 6f(0)+ §f(§)+ gf(l) ¢

Pour linstant, qu’il est supérieur ou égal a 2.

Le polynéme @ = X3 appartient a R3[X]. D’une part : f Q) dt :f 3 dt = [Z] = i
0 0 0

1 2 1 1 1 2 /13 1 2 1 1 1 1

D’aut t:—QO0)+-Q(=)+-Q(1)==x0P+=-x (=) +=-x13="x—4+==—+4+=
autre part : £Q(0)+ 3Q()+ GRM =g x0T+ ox () + e x P =gxgrp= by

3 1
12 47

Houla, moi qui espérais tenir un contre-exemple... Cette formule a Uair d’étre exacte
sur R3[X1. Mais attention, pour ’établir, il me faut prendre un polynéme quelconque de

R3[X 1. Pas spécifiquement X 3 (méme si le calcul effectué précédemment peut me servir...)

Pour tout P e R3[X]:3a,b,c,d R, VEER, Pt)=at® +bt’ +ct+d.
1 1 1 1

D’oa;f P() dt:f (at®+bt>+ct+d) dt:af £3 dt+f (bt®+ct+d) d¢ par linéarité.
0 0 0 0
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Quel intérét de fragmenter notre intégrale ainsi ¢ Pour profiter de ce que nous avons déja

établi, a savoir Uexactitude de la formule sur Ro[ X1, et le fait qu’elle marche pour X 3,

Avec les 19, 11,12 déterminés précédemment, et en introduisant le polynéme

1 1
R = bX2+cX+d, nous savons : f R(t)det = /loR(O)+7LlR(§)+/12R(1), puisque la formule
0
1
de quadrature Is(f) = Aof(0)+ Alf(g) + Aof (1) est exacte sur Ro[X].

1 1
De plus, avec @ = X3, nous avions aussi établi : f Q) dt = 1Q0) + /llQ(é) + A2@Q(1)
0

Remarquez : P =a@Q + R
1 1
En reprenant ’expression de f P(t) dt, nous obtenons : f P(t) dt
0 0

1 1
= af Q) dt+f R(t) dt= a()LoQ(O)+)L1Q(%)+/12Q(1)) +/10R(0)+/11R(%)+/12R(1)
0 0

1 1 1
- /lo(aQ(O)+R(O)) + Al(aQ(§)+R(§)) + Ay (aQ(1)+R(1)) = 0P(O) + LiP(3) + 12P(D)

1 1
Nous avons établi : VP € Rg[X],f P(t) dt = 1oP(0) + }LlP(g) + 19P(1)
0

1
La formule de quadrature Io(f) = 1of(0) + )Llf(g) + A2f (1) est donc exacte sur R3[X], et

son ordre est supérieur ou égal a 3.

Allez, un dernier effort, en espérant qu’elle ne soit pas exacte sur R3[X]... En vérité,
nous aurions pu nous rassurer en vérifiant qu’elle ne marche pas pour X* avant notre
calcul général précédent (histoire, si par hasard elle avait été vraie pour X 4 de montrer

qu’elle est exacte sur Ry[X]).

1 1 51

Le polynéme S = X* appartient 4 R4[X]. D’une part : f S(t) dt = f t*dt = [g] =3
0 0 0

1 2 1 1 1 2 14 1 2 1 1 1 1

D'autre part : ZS(0)+ =S(C)+ 281 == x 0%+ 2 x (5) + 2 x 14 =2x — 4 2= — 4

autre part : - (0) 3 (2) 6 (D 6 3X(2) 6" 3716 6 24 6

1 4 5 1
:—+—:—?£—
24 24 24 5

1
La formule de quadrature Io(f) = Aof(0) + A1 f (5) + A2f(1) n’est donc pas exacte sur
R4[X].

Enfin, Pordre de cette formule de quadrature est 3. ‘
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Exercice 8

La croissance est bien lente et le soleil se léve :

ce n’est que maintenant que ma démo s’achéve.

Enoncé : (temps conseillé : 30 min) (***) d’aprés Mines-Ponts 2024 PC Maths 1
On rappelle I'inégalité triangulaire : V a,b €R, |a + b| < |a| + |b].

Soit F' 'ensemble de fonctions de R dans R. Soit A un sous-ensemble de F' (c’est-a-dire,
tout simplement, un ensemble d’éléments qui appartiennent tous a F' : peut-étre F tout
entier, peut-étre pas).  On aurait aussi pu dire : soit A une partie de F
On dit que A est un sous-espace vectoriel de F lorsque les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) F' est non vide (c’est-a-dire qu’il existe au moins un élément de F' appartenant a A)
(i1) pour tous réels a et b, pour toutes fonctions f et g appartenant a A, la fonction

af +bg appartient aussi a A.

On note CL(R) 'ensemble des fonctions de R dans R a croissance lente, c’est-a-dire :
CL(R) = {f €F,3C>0,3keN tel que pour tout x € R, |f(x)| <C(1+ lek)}

1) Soit f € F. On suppose qu’il existe d € N et des réels ag,a1,...,aq tels que :
d .
VxeR, |f(x) < Z a;lx|'. Montrer que f est a croissance lente.

1=0
2) Montrer que CL(R) est un sous-espace vectoriel de F'.
Remarques sur ’énoncé :

Linégalité triangulaire rappelée en début d’énoncé se généralise a une somme de

plusieurs termes : VN e N*, V a1,a9,...,any €R, |a1 +a2+...+aN| <lail+las|+...+|an].

N N
Autrement dit : | Z ak| < Z lar|. Cela s’obtient, a partir de I'inégalité triangulaire
k=1 k=1

classique, par récurrence. Je ne dis pas que vous en aurez besoin dans cet exercice, et je

ne dis pas non plus que vous n’en aurez pas besoin...

Ensuite, I'énoncé introduit la notion de sous-espace vectoriel (en la définissant afin

qu’elle soit utilisable sans autres prérequis que le programme de Terminale), sans méme
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avoir introduit la définition d’espace vectoriel (plus riche, et pas nécessaire pour la résolu-
tion de I'exercice) que vous verrez en premieére année. Pour faire (tres) simple, un espace
vectoriel est un ensemble d’éléments muni de deux lois (ou opérations) satisfaisant
certaines regles sur cet ensemble. En particulier, notre ensemble F muni de la loi interne
+ (addition entre deux fonctions) et de la loi externe . (multiplication d'une fonction par

un réel) est un espace vectoriel.

Pour f et g deux fonctions de F, pour a et b deux réels, la fonction af + bg est tout

simplement la fonction définie sur R par (af + bg)(x) =af(x)+ bg(x)

La condition (ii) pour étre un sous-espace vectoriel de F' est en fait la stabilité par
combinaison linéaire. Si f et g appartiennent a A, alors toute combinaison linéaire de [
et g (autrement dit, toute fonction de la forme af + bg avec a et b deux réels) appartient

encore a A.

Enfin, je ne suis pas particuliéerement fan du mélange de genres dans la notation :
CL(R) = {f €F,3C>0,3 % eN tel que pour tout x € R, |f(x)| < C(1+ |x|k)}
Je lui aurais préféré :
CL(R) = {f €F,3C>0,3keN, VxeR, |f(x)<C(1+ lek)}

Mais j’ai tout de méme gardé la premiere, qui est celle du sujet. Je crois deviner que ce
dernier a souhaité, de la sorte, éviter un enchainement trop long de symboles qui aurait
pu faire paniquer inutilement les éleves, quitte a faire grincer des dents deux ou trois
puristes. Cette notation n’est pas dérangeante en soi, méme si on vous incite en général
a éviter, dans vos compositions, des mélanges trop abusés entre « francais » et symboles
mathématiques (ce qu’il m’arrive tout de méme de faire, comme - il me semble - tout
le monde). Quoi qu’il en soit, entrainez-vous a savoir décoder ces notations, qui, «en
toutes lettres » , se lisent : «’ensemble des f appartenant a F telles qu’il existe C > 0 et
k appartenant a N tels que pour tout x appartenant a R, |f(x)|<C (1 + x| ) »

Oui, I'enchainement des « tel que » est un peu moche...
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Correction de ’exercice 8 :

1) Il nous faut donc montrer lexistence d’un réel strictement positif C et d’un entier

naturel k tels que : Vx € R, |f(x)| <C(1+ lek)
d .
Nous savons que pour tout réel x, |f(x)| < Y _ a;lx|*. Or, pour tout i € [0 ; d], a; < la;|
i=0
Rappelons en effet que pour tout réel t, |t| étant le maximum entre t et —t, on a : t < |t|
d d

Puis (comme |x|" =0) : a;|x|" < |a;||x|" et donc, en sommant : Z a;lxl' < Z la;|lx]*.
1=0 =0

d .
Dou: |f(x) <) la;llxl’
=0
Lensemble {Iaol, lail, ..., Iadl} étant un ensemble fini de réels, il admet un maximum.

Il existe donc un réel (positif) M tel que : Vi€ [0; d], lail <M

Plus précisément, il existe j € [0 ; d] tel que ce M est égal & aj. Mais lindice j ne
me sert pas a grand-chose ici. En réalité, pour étabir Uexistence d’un tel M, plutét que de
parler de maximum, jaurais pu me contenter de dire que la partie {Iaol, lail,..., Iadl} est

magjorée. Mais bon, introduire le maximum m’a semblé plus parlant.

d d
Nous obtenons donc : |f(x)| < Z M|x|' = MZ x|
=0 1=0
Linéarité de la somme. Revenez ici si ¢ca ne vous dit plus rien...

Bon, mais cette somme continue tout de méme de me déranger... J'aimerais bien dire que
tous les |x|' sont inférieurs ou égaux & led (c-a-d |x| élevé a la plus grande puissance
possible), mais je ne tomberai pas dans ce piege. Si |x| est strictement compris entre 0 et 1,

C’est le contraire : plus Uentier naturel i est grand, et plus |x|" est petit...

Silx|=1:Vie [0;d], lxI' <|x|? (Suite géométrique (1x|") croissante dans ce cas)
Etsilx|<1:Vie [0;d], lxI'<1

Dans tous les cas : Vie [0; d], x|’ < 1+]x/?

Majoration pertinente ici, au vu de ce a quoi nous voulons aboutir... Dans d’autres situa-

tions, il etit été plus pertinent de dire : Vi € HO ; d]], lei <max(1, led)

d
Il Sensuit donc : Vx € R, [f(x) <M Y (1+|x%) = M(d + D)(1 +|x|%)
i=0

Dans la derniére somme, 1+ led est une constante. La somme est donc égale a cette
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constante multipliée par le nombre de termes de la somme, c’est-a-dire d + 1.

Nous y sommes presque! Nous tenons notre entier k (ici d en loccurrence), et poten-
tiellement notre réel strictement positif C. Pouvons-nous prendre C = M(d + 1) ¢ Pas
tout a fait, car le M introduit précédemment peut étre nul (pour l’éviter, nous aurions
pu, au moment de lintroduire, majorer par un M strictement plus grand, quitte a ce

que ce ne soit plus le maximum des |a;|). Et bien, au lieu de M, prenons simplement M +1...

Par suite : Vx € R, |f(x)| < M(d + D1+ |x|%) < (M + 1)(d + D1 + |x|%)
En posant C=(M +1)(d +1) et k =d, nous avons bien : C >0, keN, et :
VxeR, |[f(x)<=C@A+ lek) ‘ Enfin, f est a croissance lente. ‘

2) Il suffit de montrer que CL(R) est un sous-ensemble de F vérifiant (i) et (ii).

CL(R) est un sous-ensemble de F par définition.
C’est I'ensemble des fonctions f appartenant a F vérifiant certaines conditions, donc c’est

nécessairement un sous-ensemble de F.

Soit fo la fonction nulle sur R. fo vérifie : Vx € R, |f(x)| <1x (1+ IxIO)
Ici, C =1, k =0, mais nous aurions aussi bien pu prendre C =13 et k=17
D’ou; fo € CL(R) et donc CL(R) est non vide.

Soient f et g deux fonctions de CL(R), et soient a,b € R. Montrons : af + bg € CL(R)
L’appartenance de f et g a CL(R) fournit :

3C1,CoeRY, Tk, k€N, VxeR, |f(x)] < Ci(1+|x*1) et [g(x)| < Co(1 + |x|%2)
Attention, il n’y a aucune raison que le C soit le méme pour f et g. Idem pour k.

VxeR, [(af +bg)(x)| =laf(x)+bgx)| < |af(x)|+|bg(x)| d’apres 'inégalité triangulaire.
Donc: VxeR, [(af + bg)(x)| < lal|f(x)|+|bllg(x)] Mini-étape pour rappeler |xy| = |x| x |y|
Or (comme |a| =0 et [b] = 0) : |al|f(x)] < la|C1(1+ |x[*!) et |b]|g(x)] < 1b|Ca(1 + |x[*2)

Donc : Vx €R, [(af +bg)®)| < |alC1(1+]x|*) +15|C2(1 + |x[*2)

Faut-il refaire tout le travail de 1) pour établir que af +bg est a croissance lente?
Flemme. Plutét nous servir directement du résultat de 1)... Si nous mettons en évidence
le fait que |(af + bg)(x)| est majoré par une expression polynomiale en |x|, alors 1) nous

permettra de conclure que |laf + bg est a croissance lente. En réalité, cette majoration par
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une expression polynomiale en |x|, nous la tenons déja...
Nous avons donc : Vx € R, |(af +bg)(x)| < |alC1 +1b|Cs + |allx|* +|b|x*2  (*)
Soit P la fonction définie sur R par P(¢) = |a|C1 + |b|Cq + Ialtk1 + |b|tk2

P est une fonction polynomiale (car somme de fonctions polynomiales), d’ou I'existence

d .
d’un entier naturel d et de réels ag,a1,...,aq tels que : Ve R, P(¢) = Z ait'

1=0
Cette petite pirouette m’a permis d’éviter d’expliciter d et les a; avec une distinction
de cas un peu agacante (selon que k1 et ko soient égaux ou non, selon que l'un d’entre

eux - ou les deux - soit égal a 0...). Par exemple, dans le cas ot k1 = kg et k1 >0 :
d

|a|C1 + 1BIC2 + lallx|** + [b]|x]*2 = |a|C1 + 6ICs + (Jal + 1b])Ix|* = Y a;lxl’ avec d = k1,
i=0
ao = a|C1+1b|Cq, ag = |a|+ |bl, et pour tout entier i strictement compris entre 0 et k1 (s’il

en existe) : a; = 0. Voyez la lourdeur juste pour un cas. D’ou l'intérét d’avoir esquivé ces
tracasseries de formalisation par un argument tout a fait sérieux : le fait qu’une somme

de fonctions polynomiales reste une fonction polynomiale.

Nous avons établi précédemment (cf (*)) : Vx € R, [(af +bg)(x)| < P(|x|)
d

Autrement dit : Vx e R, |(af + bg)(x)| < Z ailxli
i=0
Le résultat de 1) nous permet alors de conclure : af + bg € CL(R).

Nous avons donc bien montré : Vf,g € CL(R),Va,b eR,af +bg € CL(R)

En conclusion, | CL(R) est un sous-espace vectoriel de F'. ‘
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Exercice 9

Jeune matheux je vois I’hésitation tres grande

dans laquelle te place une telle intégrande.

Enoncé: (temps conseillé : 1 h 30 min) (*#%¥) d’aprées CCINP 2020 PC

On rappelle I'inégalité triangulaire pour les intégrales : pour tous réels a et b tels

b b
[ road <[ irwna

que a < b, pour toute fonction f continue sur [a ; b],

1) Montrer l'inégalité suivante : Vx € [—1;1], [e* — 1| <|x|e
a) d’'une premiére maniere par une étude de fonction

b) d’'une seconde maniére en écrivant e* — 1 comme une intégrale.
sin(t)

e ™ §it#0
2) Soit x € R et soit f la fonction définie sur R par: Vi e R, f,(f) =
1 sit=0

Montrer que f, est continue sur R.

1
3) Soit F' la fonction définie sur R par F(x) = f fx(t) d¢. Montrer que F est continue
0

sur R.
Remarques sur I’énoncé :

Linégalité triangulaire pour les intégrales vous évoque peut-étre celle pour les

N N
sommes rappelée dans l'exercice précédent : | Y ap|< ) layl
k=1 k=1

L’an prochain, I'inégalité des accroissements finis deviendra votre amie pour établir

rapidement I'inégalité demandée en 1).
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Correction de ’exercice 9 :

1)a) Ce serait bien d’étudier le signe de la différence, mais ces valeurs absolues me

dérangent. Peut-étre qu’une distinction de cas...

Pour tout x appartenant & [0 ;1], * = e° par croissance de la fonction exp sur R.

Donc: Vx€[0;1], e* > 1. Autrement dit: e*—1=0, et donc : |e*—1|=e* - 1.

Par ailleurs, x = 0 donc |x|e = xe.

Sur [0 ;1], montrer 'inégalité demandée revient donc &4 montrer : e* —1 < xe

Soit la fonction g définie sur [0 ;1] par g(x) =e*—1—xe

g est dérivable sur [0 ;1] par somme de fonctions dérivables, et nous avons :

Vx €[0;1], g'(x) = e* —e. Par croissance de exp sur R : Vx €[0;1], e* <el, dou:e*—e <0
Donc : Vx €[0;1], g'(x) <0. g est donc décroissante sur [0 ;1].

De plus, g(0)=e’-1-0=0. D’otx : Vx €[0 ;1], g(x) < g(0)=0.

Autrement dit : Vx €[0;1], e*—1—xe <0. Ou encore : Vx €[0 ;1], [e*—1]| <|x|e

Pour tout x appartenant a [-1 ;0], e* < e’ par croissance de exp sur R.
Donc:Vxe[-1;0],e*-1=<0,etdonc:|e*—1]=—(e*-1)=1-¢".

Par ailleurs, x <0 donc |x|e = —xe.

Sur [-1 ;0], montrer 'inégalité demandée revient donc & montrer : 1 —e* < —xe
Soit la fonction A définie sur [-1 ;0] par A(x) =1—e* +xe

h est dérivable sur [—1 ;0] par somme de fonctions dérivables, et nous avons :
Vx €[-1;0], A'(x) = —e” +e. Par croissance de exp sur R : Vx € [-1;0], e* < e? <el, dou:
e*—e=<0.Donc:—e*+e=0.Dou: Vxe[-1;0], A'(x) =0, et h est croissante sur [—1 ;0].
De plus, 2(0)=1-¢%+0=0. Dot : Vx € [-1;01, A(x) < h(0) = 0.

Autrement dit : Vx €[-1;0], 1 —e* < —xe. Ou encore : Vx €[—1;0], |[e* —1| <|x]|e

Nous avons bien établi: Vxe [—1;1], [e*— 1| <|x|e

1)b) « En écrivant e* — 1 comme une intégrale » 2 Comment une intégrale pourrait

apparaitre juste a partir de cette différence ? Ah, différence...

X
Pour tout x appartenant a [-1;1]: e*—1=e"—e" = [e’]; = f et dt

En effet, la fonction exponentielle est une primitive d’elle-méme sur R
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X
Donc : Vx € [-1 ;1], |ex—1|:)f et dt)
0

Un petit coup d’inégalité triangulaire pour les intégrales... Attention, pas si vite! L'énoncé
nous le dit bien, la borne du bas doit étre inférieure ou égale a la borne du haut, ce qui
n’est pas toujours le cas ici... Donc si l'on voulait appliquer cette inégalité triangulaire
maintenant, il faudrait distinguer les cas x =0 et x < 0.

Mais de toute facon, cette inégalité n’est pas forcément utile ici, intégrande e’ étant de
signe constant (strictement positive). Par contre, ¢ca ne change rien au fait qu’il faille faire

attention au signe de x...

Si x =0, la positivité de 'intégrale fournit : f

X X X
e’ d¢ =0, donc ‘f e! dt‘:f el d¢
0 0 0

X
Dou: le* —1] :f el d¢. Et : Vt €[0 ;x], e’ <e” par croissance de exp sur R
. J0 e L, ,
Donc, par croissance de I'intégrale (les bornes étant dans le bon sens) :
X X X
f el dt sf e* dt = xe® < xel = |x|e f e® dt est l'intégrale d’'une constante...
0 0

0
Nous avons établi : Vx €[0;1], |e*—1| < |x|e

x 0 0
SixSO,‘f etdt‘:)—f etdt‘: f etdt‘.
0 x x
Les bornes étant dans le bon sens, la positivité de I'intégrale fournit encore :

0 0 0
f el dt) :f el d¢. Dot : |e® — 1] :f el d¢
X X X

0 0 0
etdtsf eOdt:f 1dt=—x=|x|<|xle
X X

Et, par croissance de l'intégrale : f

X

Nous avons établi : Vxe[-1;0], |[e* - 1| <|x|e

Une fois encore, nous avons établi : Va € [—-1;1], [e*— 1| <|x|e

2) Dans lexpression donnée par l’énoncé, ce que la fonction f, prend en variable, c’est

bien t, et pas x, qui est constante dans ce contexte.

sin(¢) .
_ * st continue sur

Pour tout t € R*, £, (¢) = e *'. D’une part, la fonction ¢ — e~

R (et donc a fortiori sur R*) en tant que composée de fonctions continues sur R. D’autre

(?)

. sin . . . .
part, la fonction ¢ — est continue sur R* par quotient, dont le dénominateur ne

s’annule pas sur R, de telles fonctions. Enfin, par produit, f, est continue sur R*
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Lan prochain, vous pourrez vous permettre d’aller un peu plus vite sur cette continuité

par opérations « classiques »

Nous avons donc établi la continuité de f, sur R*. Attention, cela ne veut pas dire
que f n’est pas continue en 0. Cela veut juste dire que f est continue en tous les réels qui ne
sont pas 0. Rien n’est dit sur 0 pour linstant, et d’ailleurs, vu que I’énoncé nous demande
de montrer la continuité de f, sur R, il nous faut établir cette continuité manquante en 0.

Pour cela, nous devons montrer : yn& fx(£) = [(0)

Nous savons : %in& —xt = 0. Puis, par continuité de la fonction exponentielle sur R

(et en particulier en 0) : lim e ™ =% =1

t—

sin(t)

: ) ) 0
Pour , c’est une autre paire de manches... Ca donne une forme indéterminée « — » Une
idée de comment lever cette intédetermination ? Pas de factorisation, pas de manipulation
calculatoire immédiate en vue. Comment ? Qu’est-ce que japprends ¢ On m’accuse de faire

du forcing sur les limites de taux d’accroissement ¢ Je plaide coupable.

sin(¢) B sin(¢) — sin(0)
¢ t—0

particulier en 0) et sin’ = cos. Donc : lim

t—

Pour tout ¢ # 0, . Or, la fonction sin est dérivable sur R (et en

sin(?) =sin’(0) = cos(0) = 1

Enfin, par produit de limites : PI% fx(®)=1=£.(0). f, est donc continue en 0.

En conclusion,

fx est bien continue sur R. ‘

3) Les choses se compliquent pas mal. Les deuxiéme année trouveraient assez 0sé que
je confronte de jeunes gens au sortir de la Terminale & une intégrale & parametre qui
ne dit pas son nom. Mais le programme de Terminale et les questions précédentes nous

suffiront, promis.

Pour tout réel x, la fonction f, est continue sur R (cf question 2) et donc en particu-
lier sur [0 ;1]. F(x) est donc bien défini. Autrement dit, F' est bien définie sur R.
Lénoncé le dit déja et ne nous demande pas de le justifier. Simple vérification de courtoisie

(et pour vous rassurer éventuellement).
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Soit a € R. 1 L
Montrons que }Clncll F(x) = F(a). Autrement dit, montrons : chln; f fx(t) dt = f fo(t) dt
- —a Jo 0

1 1 1
Pour tout réel x : F(x)— F(a) :f f(t) dt—f fa(t) dt :f (Fe(@®) = fa(®)) dt
0 0 0

Si nous arrivions a montrer que cette derniére quantité tend vers 0 lorsque x tend vers a...
Passons a la valeur absolue, ¢ca pourrait nous faire - enfin - profiter de l'inégalité triangu-

laire pour les intégrales rappelée en début d’énoncé...

Vx € R, |[F(x)-F(a)| = ) f 1 (F@®) = fa@®) dt‘ < fo 1 |£(®) = fu(t)| d¢ dapres l'inégalité
triangulaire pour les intégrales (les bornes étant dans le bon sens)

Pour tout réel £ €] 0 ;1] :

£ = fa®)| = ‘SinT(t)e—xt _ SinT(t)e—at _ )SinT(t)e_“t(l _e(a—x)t)‘ =|fa®)| |1 _e(a—x)t|
De méme, pour £ =0 : |f(0) = f,(0)| = |1-1| = et | fo(0)| [1 -] =1x|1-1] =0
f@) = fa®)] = |fa®)] |1- 7|

Nous avons donc : Vi€ [0 ;1],

Ce |1 - e(a_x)t| ne vous rappelle rien ? Quelque chose me dit qu’on pourrait le majorer

intelligemment...
Pour tout ¢ €[0 ;1], |1 - e(a_x)t| = |e(a_x)t - 1| Pour tout réel y, |y| =|—y|

Nous aimerions nous servir de lI'inégalité établie en 1), mais pour cela, il faut que (a — x)t
appartienne a [—1 ;1]. La bonne nouvelle, c’est que nous nous intéressons a ce qui se passe

lorsque x tend vers a. Nous pouvons donc prendre x proche de a si cela nous arrange...

Pour tout x€[a —1 ;a+ 1], pour tout t€[0 ;1] : la—x|<1et || <1 donc |(a —x)t| < 1.
Autrement dit, (@ —x)t € [-1 ;1]. D’apres 1), nous savons donc : |e(a_x)t - 1| < |(a —x)t| e
Ou encore : |1 —e(“_x)t| <|(a-x)t| e

Et comme |f4(¢)] = 0, nous obtenons : | f(8)—fo(8)| < |fo(®)| x [(a—x)t| € = | fo(®)| x|a—x|x t e

Par croissance de l'intégrale :

1
‘v’xe[a—l;a+1],OSIF(x)—F(a)ISf |fa(t)| |a—x|><te dt (*)
0

1 1
Or, par linéarité : f |fa(t)| |a—x| x te dt = }a—x| Xf |fa(t)|te dt
0 0

Nous avons sorti |a — x|, constante multiplicative vis-a-vis de t.
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Et alors ? Certes, nous avons pas mal écrit, mais n’en oublions pas l’'objectif : montrer que
F(x)—F(a) tend vers 0 quand x tend vers a (ce qui revient a montrer que |F(x)—F(a)| tend
vers 0 quand x tend vers a)
1
Or : lim |a —x| =0, et I'intégrale f |fa(t)|te dt est un réel ne dépendant pas de x.
x—a 0
1
Donc : lim |a—x| ><f |fa(t)|te dt =0.
xXx—a 0

A partir de encadrement (¥), le théoréme des gendarmes fournit : chLrl(ll |F(x)-F(a)|=0

Autrement dit : 9161_12 F(x)-F(a)=0, et enfin : 9161_13 F(x)=F(a).

F est donc continue en a.

Cela étant vrai pour tout réel a, nous avons en fait montré que ‘F est continue sur R.
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Exercice 10

Lon te dénie le droit de prendre un air trop fier

tant que templit d’effroi cette partie entiére

Enoncé : (temps conseillé : 25 min) (***) d’aprés Mines-Ponts 2016 PC Maths 1

On notera |x] la partie entiere (inférieure) d’'un réel x.

On consideére une suite (a,),en décroissante de réels positifs et, pour tout entier

n
naturel n, on pose S,, = Z ar. On suppose que : lim —— =2

frr n—+oo \/ﬁ

1) Soient a et f deux réels vérifiant : 0 < @ < 1 < . Pour tout entier naturel n tel que

S -S S,—-S
n—|an] et n—|pn] soient non nuls, justifier 'encadrement : 21pnl 7 2n <a,< 2n " Plan]
pn—n n—an

2) Soit y un réel strictement positif. Déterminer les limites des suites de termes

n S
généraux —— et 2lynl

lyn] — Vn

Remarques sur I’énoncé :

Par défaut, lorsqu’on dit « partie entiére de x » sans préciser inférieure ou supérieure,
on parle de la partie entiére inférieure |x].

Rappelons que pour tout réel x, |x] est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a
x. C’est 'unique entier relatif vérifiant : |x] < x < |x] + 1. De maniére équivalente, c’est
aussi 'unique entier relatif vérifiant : x — 1 < |x] < x. En particulier, six€ Z, |x] =x

On pourra utiliser sans démonstration le fait (qui découle simplement de sa défini-

tion) que la fonction partie entiere est croissante sur R.

Sinon, pas de rappels sur les sommes cette fois... Revenez ici si vous en sentez le

besoin.

Sh
Enfin, 'an prochain, plut6ét que d’écrire : lim —— =2, vous écrirez aussi:S,, ~ 2vn
n—+oo \/n n—-+o0o

Mais ne vous embétons pas avec les équivalents pour le moment...
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Correction de ’exercice 10 :

1) Soit un entier naturel n tel que n — |an] et n — | Bn] soient non nuls.

En particulier, n € N* (si n était nul, on aurait eu : n = |an] = |fn] = 0) Puisque a < 1,
an < n et donc, par croissance de la fonction partie entiere sur R, |an] < |n] = n. Et
comme n — |an| # 0, nous pouvons en déduire : [an] <n

Attention, la croissance simple de x — |x] ne suffit pas, a partir de an < n, pour établir
lan| < |n]. La fonction partie entiére a beau étre croissante, elle n’est pas strictement
croissante (loin de la, avec les plateaux qu’elle fait entre deux entiers consécutifs). C’est le
fait, par ailleurs, de savoir que n — |an] # 0 qui nous a permis d’obtenir l"inégalité stricte.

De méme, a partir de I'inégalité 1 < 3, nous obtenons : n < [fn]

la,] et | B,] étant des entiers naturels, S|qn| et S|gn) sont bien définis.

Lpn] n [pn]
Puis : S\gp) —Sp = Z ap — Z ap = Z ap Cette somme est non vide car n+ 1< |fn]
k=0 k=0 k=n+1

De plus, la suite (a,) est décroissante. Donc : V& € [n + 1; L,an]], ap<ap+1<ap

Pourquoi avoir pensé a cette derniere majoration par a, ? Parce que jai les yeux ri-

vés sur le résultat a obtenir, qui est un encadrement de a, et pas a,.1.

[fn] Lpn]
Dot : S\gn —Sp = Z ap < Z an:(L,BnJ—n)an
k=n+1 k=n+1

Le terme général de la derniére somme est une constante vis-a-vis de l’indice de sommation
[pn]
k. Ecrire Z a, revient donc a écrire a, +a,+...+a,, avec a, répété autant de fois qu’il
k=n+1
y a de termes dans la somme, a savoir |fn|—(n+1)+1=|fn]—-n

Nous avons donc établi : S5, =S, < (Lﬁn] - n)an

. . S\ipn) —Sn
Puis, en divisant par |fn]-n>0:| —— <a,
pn—n
n lan] n n
D’autre part : S;, —S|an| = Z ap— Z ap = Z ap = Z an
k=0 k=0 k=lan]+1 k=lan]+1

par décroissance de (a,)
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S,-S
Donc: S, —S|an = (n - LanJ)an. Puis, comme n— |an] >0 ;| ——* Lan] >a,
n—lan]
Enfin, nous avons bien montré que pour tout entier naturel n tel que n — |an] et n — | fn]
Sipn) - S S,-S
soient non nuls : — 2" o a, < 2n2lan]
pn—n n—an
Siyn]

n
2) Notons u, = Tl etv, = Mais pour quels n ? J’arrive, jarrive...
Y

u, est bien défini pour tout n € N*, et v, est bien défini si et seulement si |yn] #0

Or:|yn]=0 < 0<syn<l < 0sn<-—.
Y

A contrario, v, est bien défini pour tout entier naturel n vérifiant n = —
Y
1
Il existe bien un entier ng € N* tel que : Vn=ng, n > —
1
Il n’est pas nécessaire d’expliciter un tel entier ng ici, mais si vous voulez, no=|—] +1
Y
convient.
Les suites (u,) et (v,) sont bien définies a partir du rang ny.

Ce qui permet déja de se poser la question de leur limite.

1
Pour tout n = ng, yn—1<|yn] <yn.Donc:y—-—< Lyn| <y
n n
: 1 o R . lynl
Or: lim y——=v.Donc, d’apres le théoreme des gendarmes: lim —— =7y avecy #0
n—+oo n n—+oo n
. . : 1 . , n 1
Enfin, par quotient de limites : lim u, = —. Autrement dit:| lim — =—
n—+oo Y n—-+oo LynJ Y

Il était plus commode pour moi de travailler avec |yn] au numérateur. Je ne m’en suis
donc pas privé, quitte a passer a linverse aprés. Dans le cas présent, plutbét que « par

quotient de limites », jaurais aussi pu dire « par continuité de la fonction inverse en y »

. .S
Intéressons-nous maintenant a la convergence de (v,). Nous savons : lim — =2
n—+oo (/n
. . . . S lyn]
Ce qui va nous permettre de justifier assez simplement que : lim ———=2...

Pour tout n = ng, yn—1< [yn]. Or : liIP yn —1 = 4+00. Donc, par théoréme de com-
n—+oo
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S
paraison : lim |yn] = +oo. Puis, par composée de limites : lim —2"o =
n—+oo n—+oo h,nJ
S[Yn]

Siynj  Spn) _Vlynl Sy lyn)

Vi Vol vm el n
lyn]

Or: lim —— =y (limite établie précédemment)
n—+o00 n

Mais la limite que nous voulons, c’est celle de

Pour tout n =ngy, v, =

=V

o . . ) . lyn]
Donc, par continuité de la fonction racine carréeen y : lim 1/ ——
n—+oo n

. . Spyn
Et, par hypotheése : lim ——=2

. .. . . S lyn]
Enfin, par produit de limites :| lim 2y

n—+oo \/ﬁ B

Une fois n’est pas coutume, il n’y a pas de lien entre les deux questions de cet exer-

cice (elles servent plus tard dans ’énoncé originel). A vous de vous adpater & chaque
situation : si, dans un exercice donné, les questions ont trés souvent un lien entre elles, il
ne faut pas non plus « forcer les choses » et se sentir obligé, cotite que colite, d’utiliser le

résultat d’une question précédente la ou c’est manifestement inutile...
Pour étre honnéte, le reproche statistique a faire va plutét dans Uautre sens : [’éleve

moyen est plus souvent coupable d’oublier les questions précédentes qui pourraient lui

servir plutét que de leur utilisation « forcée » .
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Exercice 11

Je le présente ici car il m’a fait tiquer :
c’est un sujet de I’X que j’ai décortiqué.
Enoncé: (temps conseillé : 1h) (¥%%) d’aprés X-ENS-ESPCI 2022 PC
: ) . a+p . .
Soient a et B deux réels tels que a > . Soit [ = ]T,+oo[, et soit f la fonction
définie sur l'intervalle I par : f(x) = (x — a)(x — B).
X—a

Soit h la fonction définie sur R\{f} par h(x) = —'3
x —

1) Montrer que : Vx e R\{f}: |h(x)|<1l<=x€l

f'(xp)

a) Montrer que la suite (x,) est bien définie, et que pour tout entier naturel n, x, € I

2) Soit xg€I.On pose : VReEN, x,+1 =%, —

b) On pose : Vn €N, u, = h(x,). Justifier que la suite (u,) est bien définie, puis expliciter
la relation de récurrence satisfaite par cette suite ().

¢) Montrer que la suite (z,) tend vers 0 et en déduire que (x,) tend vers a.

Remarques sur ’énoncé :

La question 2)b) vous demande d’expliciter la relation de récurrence satisfaite par
(uy). Il s’agit de réussir a exprimer, pour tout entier naturel n, u, .1 en fonction de u,,.
Ce serait une récurrence d’ordre 1 dans cette situation, mais vous pourrez, ’'an prochain,
étre confrontés a des ordres supérieurs. Par exemple, une relation de récurrence d’ordre

2 serait I'expression de u, .2 en fonction de u, et u,41
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Correction de ’exercice 11 :

1) Nous pourrions étudier la fonction h, et, a partir de ses variations, établir I’'équiva-
lence demandée. Mais faisons plus simple. Résolvons directement l'inéquation. D’aucuns
pourraient penser a distinguer des cas pour se débarrasser de la valeur absolue, mais

faisons quelque chose de plus rigolo ici...

|x — af
|x — Bl

> |x—a|? < |x - B|? par stricte croissance de la fonction carré sur R,

VxeR\{B}: |h(x) <l

<1< |x—al <|x— Bl (par stricte positivité de [x — f|)

= @-a)l<@x-p?  Eneffet, pour tout réel y, |y|> = |y?| = y*
= x? - 2ax+a? <x®-2px+ p>

= x%-2ax+a’ <x?-2px+ > Au revoir les x2...
2_ 2
(:)(2,6—204)x<,62—a2<=>x>'6—acarﬂ—a<0
2(6—-a)
+ - +
<=>x>w(=>x> p a(:}xel

2(6-a)

Nous avons bien établi : ‘ VxeR\{f}: [h(x)|<le=xel ‘

2)a) « Montrer que la suite (x,) est bien définie » ¢ Comment ca ¢ Qu’est-ce qui pourrait
mal se passer ? Si pour un entier naturel n donné, f'(x,) avait le mauvais goit d’étre nul,
ca poserait un gros SOUCL POUT Xy 1...

f est une fonction polynomiale, donc dérivable sur I.
Pour tout réel x € I, f(x) =% — (a + B)x + af donc f'(x) = 2x — (a + ) = 2(x — a—+'6)

2
Remarquons : Vx € I, f'(x) > 0 (donc a fortiori : Vx € I, f'(x) #0)

Bonne nouvelle! Si pour un n donné, x, € I, alors x,.1 est bien défini. Reste a savoir
s’il appartient aussi a I. Mais supposer que c’est vrai pour un certain rang n, et vouloir
létablir pour le rang suivant, ¢a s’inscrirait dans le cadre de quel raisonnement ? Vous

me voyez probablement venir. Mais avant de me lancer dans une récurrence, il serait

f(x)
fl(x)

dit, que : Vx € I, g(x) € I. Etudions tout simplement les variations de g pour l’établir.

Autrement

commode d’établir que lintervalle I est stable par la fonction g :x — x —

Ensuite, notre récurrence, et en particulier, l’étape d’hérédité, deviendra un jeu d’enfant...

g est définie et dérivable sur I par quotient (dont le dénominateur ne s’annule pas

sur I) et somme de fonctions dérivables. Pour tout réel x appartenant a I :
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M@ @@ L (F@) f@fe)
(F'0)* (F@)* (@)’

f((;)(f ))(;C‘) avec f(x) = (x—a)x—f), f'(x) =2x —(a+p) et f"(x) =2
"(x

C’est le signe de g'(x) qui nous intéresse.

g'x)=1

Attention au signe...

Donc:Vxel, g'(x) =

Pour tout x appartenant a I, f"(x)=2>0 et (f'(x))2 > 0. g'(x) est donc du signe de f(x)

f est une fonction polynomiale du second degré, admettant deux racines distinctes
a et B (avec B < ), et de coefficient dominant 1>0  «Son a» dans Uécriture ax®+bx+c

Sur R tout entier, le signe de (x — a)(x — ) est le suivant :

x —00 B a +00

(x—a)

x(x—p)

J'ai dit : « sur R tout entier, le signe de (x — a)(x — ) » et pas celui de f(x). En toute rigueur,

a+
l’énoncé n’a choisi de définir [ que sur ] , +oo[.
a+
Pour obtenir le signe de f(x) = (x— a)(x — ) (et donc de g'(x) sur Uintervalle ] T'B, +oo[,
il suffit de « zoomer » comme suit.
: +p
Puisque B < a, remarquons : < <a

La moyenne arithmétique de deux réels distincts est évidemment strictement supérieure
au plus petit de ces deux réels, et strictement inférieure au plus grand. Si vous en voulez

une preuve formelle : p+ < a+ B < a+ a, puis on divise tout ce beau monde par 2.

Nous pouvons donc établir le tableau de signe de f (qui est aussi celui de g’) sur I

et, en conséquence, le tableau de variations de g sur I :

X a_—l—ﬁ a +00
2
g'(x) - 0 +
a
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f(a)

fllo) . -
comprenez pourquoi je n’ai aucune raison de m’embéter & calculer les limites de g en
a+

2

g admet un minimum en a, et ce minimum est g(a@) = a. Donc : Vx e I,g(x) = a >

gla)=a =a car f(a) =0 Et si vous n‘avez pas perdu notre but de vue, vous

et en +o0 ...

a+p
2

a+

Dou:Vxel, g(x)e ] p , +oo[ =1. Ouf! Résultat qui va nous étre trés utile.

Soit, pour tout n € N, la propriété P, : «x, est bien définiet x, €I »

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, P, est vraie.

Initialisation : xy est bien défini et x( € I par hypothese, donc Py est vraie.

Hérédité : Supposons que pour un certain n € N, P,, soit vraie, et montrons que P,
aussi est vraie.

Supposons donc que x, soit bien défini, et que x, € I.

g est définie sur I, donc x,.1 = g(x,) est bien défini, et d’apres ce qui précede, x, .1 €1

P, .1 est donc vraie.

Conclusion : Le principe de raisonnement par récurrence nous permet de conclure que

pour tout entier naturel n, P, est vraie.

Autrement dit, (x,) est bien définie et, pour tout entier naturel n, x, € I. ‘

+p

a
2)b) Pour tout entier naturel n, x, € I, donc x,, > > fB. D’ou : x, € R\{f}, et donc

U, = h(x,) est bien défini. ‘ La suite (u,) est donc bien définie. ‘

Xpny1 — @ 8lxp)—a

xn+1_ﬁ B g(xn)_ﬁ

De plus: VneN, uyi1 =h(x,+1) =

Que faire a partir de ¢a ? Peut-étre expliciter g(x)?
Pour tout x appartenant a I :

f@) _ Gmae-p 2 -@rPi-(P-@rprrap) oy

T s ey Py 25— (a+p) " 2x—(a+p)
x2 —ap 2 —af-2xpa+ala+p) x2-2x,a+a’
Donc : —a=—"———q=-" “ == i Oh..
one: gbm)=a =g v p © 250 —(a+ ) 2%n —(a + f)
Puis g(x )—a—M On montre de méme : g(x )—ﬁ—M
B O e — (@t )’ B T (@t p)
. (xn_a)z Xp— Q)2 . 9
P tient : Vn eN = = . Aut tdit:|VneN =
ar quotient : VR €N, w41 p— (xn—ﬁ) utrement di neN, uyi1=us
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2)c) Intéressant : c’est la convergence de (u,) qui est censée nous aider a établir celle
de (vy,), et pas Uinverse... u,, c’est h(x,), et nous avons obtenu une info intéressante sur la

valeur absolue de h(x)en 1)...
Pour tout entier naturel n : |u,.1| = Iuil = unl? = unl x lunl = [R(xy)] X [wnl

Quelle idée d’avoir remplacé l'un des |u,| par |h(x,)| et pas Uautre! Mais pour quoi
faire ? Ben je sais pas moi, descends... Ah non pardon, la je pars sur carrément autre
chose. Plus sérieusement, cela m’a permis d’exprimer |u,.1| en fonction de |u,| et d’'une

quantité dont je sais qu’elle est inférieure a 1...

Pour tout entier naturel n, x,, € I, donc d’apres I'’équivalence établie en 1), |h(x,)| < 1.
Puis (comme |u,| =0), |A(x,)] % luyl < |luyl. Autrement dit : VR eN, |u,41] < |luyl

La suite (|unl), ., est donc décroissante.

Iun+1|

Pourquoi ne pas étre plutét passé par le quotient ¢ Pour m’éviter une réflexion

Unl
sur Uannulation éventuelle de |u,| au dénominateur.

De plus, cette suite (Iunl) nen €st minorée par 0 (tous ses termes sont positifs).

Le théoréme de convergence monotone nous permet donc d’affirmer que (|u,|) neny converge.
Notons / € R sa limite.

Nous savons : Vn € N, |u,1] = Iunlz. Par passage a la limite des deux cotés de cette

égalité, nous obtenons : [ = [2

J'ai laissé votre théoreme du point fixe (et notamment hypothese de continuité) au
repos pour cette fois. Le fait que |u,| tend vers | me donne, par un simple produit de
limites, que Iunl2 tend vers 12. Si Javais voulu utiliser ce théoreme ici, jaurais parlé de la
continuité de la fonction r : x — x2 sur R. Les autres hypotheses sont bien au rendez-vous,

(lunl) converge et : VneN, |lup+1l =r(lu,l)

Nous savons donc : /2 = [, ce qui revient a dire 12-1= 0, ou encore [(I —1)=0.
Dou:l=0o0ul=1.

Nous y sommes presque! Il nous faut juste - et sainte Geneviéve ne me contredirait

pas - écarterce 1 ...
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lugl = |h(xg) < 1 et (Jlu,|) est décroissante, donc : VreN, |u,| < |uol

Puis (par passage a la limite) : [ <|ug| < 1. Donc ! # 1, et enfin, [ = 0.

(luy|) converge donc vers 0, ce qui revient a dire que ‘ (uy) converge vers 0

A nous deux, x,. Attends que je t'exprime en fonction de u,, et ton compte sera réglé...

Xn

Pour tout entier naturel n, u, = h(x,) = .Donc: (x, —Bu,=x,—a

Xn
Puis : x,u, — Bu, =x, —a, ou encore : x,(u, —1)=Pu, —«a

J'ai bien envie de diviser par u, —1, mais il me faut d’abord expliquer pourquoi u, —1#0

La décroissance de (|u,|) nous a permis d’établir : Vr e N, |u,| <|ug| < 1. Donc |u,|<1

u, ne peut donc pas étre égal a 1.

Pu, —«a .
——— . Etnoussavons: lim u,=0

Il ’ensuit : VreN, x, =
Up — n—+oo

Enfin, par opérations sur les limites (produit, somme, quotient) : nliIP Xp=0Q
—T00

Ici, nous étions gatés niveau hypotheses. Dans d’autres situations (par exemple en 'absence
d’informations sur la décroissance de (|u,|), plutdét que de justifier que pour tout entier
naturel n, u, # 1, nous aurions pu utiliser le fait que (u,) converge vers 0 : en revenant a

la définition de convergence (pour vous rafraichir la mémoire, c’est ici), et en choisissant

1 o :
€= > nous savons qu’il existe un entier naturel ng tel que : VYn =ng, |u, —0| < >

i 1 1 -
Autrement dit : Vn = ny, ~3 <up< 3 Et, en particulier : Yn =ng, u, # 1.
Travailler non plus pour tout entier naturel n, mais a partir d’un certain rang ny n’aurait

pas été dérangeant, puisqu’il s’agit d’obtenir une limite lorsque n tend vers +oo.
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Exercice 12

Le complexe se boit en sortie de frigo

avec une cuillere a soupe de trigo

Enoncé : (temps conseillé : 50 min) (***) d’aprés Mines-Ponts 2022 PC Maths 1
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

On rappelle que pour tous réels a et b : cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a) sin(b)
Pour tout nombre complexe z, on notera respectivement Re(z) et Im(z) la partie réelle

et la partie imaginaire de z.

1) Soit x € [0 ;1[ et 6 un réel.

1 )> x(1—cosB)
1-xe®” " (1-2)((1-x)%+2x(1 - cosh))

Montrer que —Re(
1-x

2) On cherche a montrer qu’il existe un réel K > 0 tel que : VO € [-7 ;7], 1—cos = Ko?

b4 2t 4
a) Montrer que : Vi € [0 ;—], sint = —, puis que : Vi € [— z ;z], sin’(¢) = —

2 T 272 2
b) Conclure.

Remarques sur I’énoncé :

Comme I'énoncé originel, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, je note nonchalamment
cos O plutot que cos(0) pour alléger la notation (vous avez probablement pris I’'habitude
I’an dernier avec In x). Il pourra tout de méme m’arriver de mettre, par moments, les

parenthéses dans la correction.

Juste au cas o, sin?(0), c’est tout simplement (sin(@)]z, ou encore (sin9)2
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Correction de 'exercice 12 :

) = x. Donc |xe'?| < 1 et, a fortiori,

0

1) Tout d’abord, puisque x est un réel positif, |xe

xe'® #1. Donc 1 —xe'? #0 Histoire de nous rassurer sur le dénominateur 1 — xe

1 1—xeif 1—xei 1—xe
1—xe? |1-xe?2 |1-xeif2 |1-—xei?)2

De plus :
D’accord pour multiplier notre fraction en haut et en bas par le conjugué de 1 — xe' :
c’est ce qu’il y a mieux a faire en général pour mettre une fraction complexe sous forme
algébrique. Pas d’accord pour dire n’importe quoi sur ce conjugué de 1—xe'? : par exemple,

par hasard, inventer que ce serait 1+ xe'?

, comme Si nous avions une forme algébrique
a—1ib (avec a et b réels, du coup) dont le conjugué est effectivement a + ib...
Profitons-en pour rappeler des propriétés de la conjugaison utilisées ci-haut :
Vz1,29€C, 21 +29=21+29 Et, de méme, z1 — 22 =21 —239. En outre, 21 x 29 =21 X 23
Nous nous en sommes servi de maniére indirecte pour écrire : xeld = xe % sachant que
X = x puisque x est réel.
Enfin, une égalité utile et sous-cotée, alliée de bien des transformations efficaces :
VzeC, zxz=|z?
Or:|1 —9cei9|2 =(1- xeie)(l —xet)=(1 —xeie)(l —xe_ig) =1-—xe 10— xe'? + 210,710
=1-x(e? +e )+ x% =1—2xcos0 + x? d’apres les formules d’Euler.

010 4 o—if i0 _ ,—if
Ces formules stipulent en effet : VO € R, cos(0) = — et sin(f) =

Elles s'obtiennent simplement & partir des égalités : e'” = cos@+isin6 et e "% = cosf—isinf

Voici une autre facon (moins élégante a mon goiit, mais tout a fait valable) d’obtenir
11-xe12 =1—-2xcosf +x2 :

|1 - xeigl2 =|1—-x(cos(@)+1i sin(9)|2 =]1—-x(cos(@)+1i sin(t9)|2 =|1-xcos(0)—ix sin(H)I2
=(1-xcos0)? +(xsinf)? en effet, si z=a+1b avec a et b réels, 1212 = a? + b2
=1-2xcosf +x”%cos?(0) + x%sin’(0) = 1 — 2x cos O + x*( cos?(0) + sin?(9)) = 1 — 2x cos O + x*

Reprenons le fil...

1 1-xe™®  1-x(cos()+isin(-0)) 1-xcos(0)+ixsin(d)
1-xei® 1-2xcosO+x2 1—2xcosf +x2  1-2xcosO+x2

Donc

Profitons-en pour rappeler que la fonction sinus est impaire : sin(—6) = sin(0)

66 @ www.ayoub-et-les-maths.com


https://www.ayoub-et-les-maths.com

1 1—xcos(0) . xsin(0) 1 1—xcos(0)

Puis : — = . Dou:R — | =
e 1-xei® 1-2xcosf+x2 ll—2xcos0+x2 ou e(1—xe“9) 1—-2xcosf +x2
1 1 1 1—xcos® 1-2xcosf+x2—(1-x)(1-xcosB)
Donc : —Re( —) = - =
1-x 1-xe®’ 1-x 1-—2xcosO+x2 (1-x)(1-2xcosf +x2)

x(1—cosB)

(1-x)((1—x)2 +2x(1 — cos0))
notre quantité... Est-ce que nous ne tenons pas déja le bon dénominateur?

Un coup d’ceil a ce par lequel nous cherchons a minorer

(1 —x)2 +2x(1—cosf)=1 — 2% +x2 +2x — 2xcos0 = 1 — 2xcos O + x>

1 —Re( 1 '):1—2xc0s9+x2—1+xcos€+x—xzcos9
1—xei (1-2x)((1—x)2 + 2x(1 - cosb))

B —xcosf +x% +x —x2cosf 3 x(x—xcosf +1—cosf)

C(1-2)((1-%)2+2x(1-cosB)) (1—x)((1-x)2+2x(1—cosh))

D'ou :
1-x

J'ai factorisé par x au numérateur, mais il me semble que je peux faire mieux...

1 1 x(x(l—cos9)+1—cos6) 2(1 - cosO)(x + 1)

Donc: 5
—-x 1—xe?

Génial!

x étant un réel positif, nous savons : x + 1= 1. De plus,

~Re( )= (1-x)((1—x)2 + 2x(1 — cos0)) B (1-2)((1 =) +2x(1 - cos9))

x(1—cosB) >0
(1-x)((1-x)% +2x(1—cosh))

Eneffet :x=0, 1-cos60=0, 1-x>0(carx<1)

Et (1—x)? + 2x(1 — cos0) = 0 par somme et produit de termes positifs.

D (x+1) x x(1—cosB) . x(1—cosB)
onc : (x >
(1-2)(1-2xcosf +x2) (1-2)(1-2xcosf +x2)
1 1- 0
Autrement dit : —Re( —) > #(1—cos6)
- 1-xe?” " (1-x)((1-x)%+2x(1—cosb))

2)a) Comme dans l'exercice précédent, je vais esquiver une étude de fonction. Jaurais
pu étudier, sur [O ;g], les variations puis le signe de la fonction [ :t — sin(¢) — —t¢
Cette fois-ci, & une telle étude de fonction, je vais préférer un argument de comj)[exité (en
loccurrence ici de concavité), pour vous convaincre (et renforcer par la-méme ma propre

conviction, moi qui n’en ai pas toujours été friand) de l'intérét de cette notion.

La fonction sinus est deux fois dérivable sur R, et : Vx € R,sin” (¢) = cos'(¢) = —sin(¢)
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En particulier : V¢ € [O ,g] , sin(t) = 0 donc sin”(¢) <0

. . Y . .
La fonction sinus est donc concave sur [0 ,5] Sur cet intervalle, la courbe de la fonction
sinus est donc au-dessus de ses cordes (ou sécantes si vous les appelez comme ca).

T

En particulier, si I'on se place dans un repere, sur cet intervalle [0 ’E] , la courbe de
b3 b3

la fonction sinus est au-dessus du segment reliant les point A(O; sin(O)) et B(Q;sin(g))

(autrement dit, A(0;0) et B(g; 1)) de la courbe de la fonction sinus.

2
Ce segment [AB] est inclus dans la droite (AB) d’équation y = —x
T

Hein ? D’ou sort cette équation ? Cette droite passe par lorigine du repeére (son ordonnée a

- 1-0 2
YBZ YA _ = —. D’ou l’équa-

lorigine est donc nulle), et son coefficient directeur est —
xp—x4 5—0

2
tionde (AB):y=—x+0
7

2
Enfin :|Vte [0 ;g], sint = —t¢
7

Sans indication de I’énoncé, il est assez peu raisonnable d’attendre d’un éleve au sortir de
la Terminale qu’il pense seul & la concavité de sin sur cet intervalle, & la position de sa
courbe par rapport a ses cordes, et qu’il choisisse la corde qui, comme par hasard, a la
bonne équation. Dans le supérieur, il acquerra le réflexe de penser un peu plus souvent &
la convexité | concavité pour établir certaines inégalités. Parfois, ’habitude parlera plus
que léclair de génie : l'inégalité que nous venons d’établir est en effet un classique de
premiere année.

2
Pour quiconque la découvre, ce — pouvait mettre la puce a l'oreille. Comment faire appa-
/2

C. 4
raitre une division par 3

Un mot, tout de méme, sur lautre méthode évoquée, a savoir l’étude de fonction, que

ces considérations de convexité m’ont permis d’éviter. On définit la fonction h sur [O ,g]
par h(t) =sin(t) — %t.

h est bien dérivable sur [O ,g] par somme de telles fonctions.

vee 0;Z], h'(t)zcos(t)—%

T : .
Le signe de h' sur [O ,5] n’est pas immédiat. Remarquons que h' est strictement décrois-
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sante sur [O ,g] (car cos lest). h'(0) =1 - % >0et h'(1)= —% < 0. h' étant continue sur
[O ;g], toutes les hypothéses sont réunies pour appliquer le corollaire du théoreme des
valeurs intermédiaires et établir Uexistence d’un unique réel a € [0 ,g] tel que h'(a)=0

La stricte décroissance de h' sur [0 ,g] nous permet d’en déduire le signe de h', puis les

variations de h sur [0 ,g]

t 0 a i
2

h'(t) + 0 -
0 0

Dois-je m’inquiéter de ne pas connaitre a, et donc pas non plus h(a) ? Pas nécessairement :
T, 2 =&

h(0) = sin(0) — —x 0=0et h(g) = sin(E) — x5 1-1=0 (que je rajoute & mon tableau,
du coup). Les variations de h nous permettent d’établir que h admet 0 pour minimum
sur [0 ,g] (minimum atteint en 0 et en g). Donce : Vte [0 ,g] ,h(t) = 0. Dot l'inégalité
souhaitée.

Bon, finalement, c’était plus qu’ « un mot » ... Je me suis senti obligé de détailler un
minimum parce que la situation (avec ce a inconnu notamment) pouvait sembler plus

inquiétante, par exemple, qu’a la question 3 de l’exercice 2.

Maintenant, comment obtenir la seconde inégalité demandée - qui sempble corresponde a
. . .\ . . ) T
l’élévation au carré de la premiére - sur un intervalle plus grand, a savoir [ ) ;5 ?
. PN . /4
Avant d’élever au carré (prudemment), il faut déja se demander ce qui se passe sur | —— ;0
2

2
Pour tout ¢t € [—g ;O], —te [0 ,g] D’apres ce qui précede : sin(—%) = — x (—t)
b4

2
Autrement dit, par imparité de sin : —sin(#) = —— x ¢. Puis : sin(¢) < — x ¢
/4 b/
Par décroissance de la fonction carré sur R_ (intervalle dans lequel se situent sin(t) et

2 2 b4
— x t, le plus grand des deux étant — x t, évidemment négatif lorsque t € [ -3 ;0]) :
/2 b4

b4 4¢2
Vte [—— ;0], sin?($) = —-.
5 (t) 72

. Ty 2 : : .
D’autre part, nous savions : Vt € [O ,5] , sint = —t. Par croissance de la fonction carré
T
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T 4t?
sur R, : Vte [O ;—], sin?(¢) = —.
2 2

. , T .9 4¢?
Nous avons donc bien montré : | V¢ € [— 2 ,5] , sin“(¢) = —
b4

2)b) Il nous faut établir, a partir de la, qu’il existe un réel K > 0 tel que :
VO e[~ ; 7], 1-cosf = K6?
T
Linégalité obtenue précédemment est valable pour t € [ ) ;E]’ et elle concerne non pas

un cos mais un sin’...

Pour tout réel 6 € [—7 ;7], g €| - g ,g]
Et : cos(0) = cos (2 X g) = cos (g + g) =cos (g) cos (g) —sin (g) sin (g) = cos?® (g) — sin? (g)

=1-sin? (g) — sin? (g) =1-2sin? (g)
Donc:1-cos(@)=1- [1 — 2sin? (g)] = 2sin? (g)

Certains d’entre vous (rares a ce stade, j'imagine) connaissaient peut-étre déja la for-
mule : cos(2x) = 1 — 2sin®(x), que nous avons retrouvé ici (avec x = 5), a partir de la
formule cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a) sin(b) rappelée par l’énoncé. Formule rappelée
par sécurité : il me semblait qu’elle était vue en général en trigonométrie de Premiére ou

Terminale, mais certains Terminale m’ont récemment assuré du contraire...

0 0y 4 (0\2 62

Comme 2 € —g ,g] , nous savons, d’apres 2)a) : sin? (5) > = (5) = =
202 26?
Donc : 2sin? (—) > ——. Autrement dit : 1 —cos(0) = —
2 2 w2

2
Enfin, en posant K = — >0, nous avons bien établi: VO € [-m ;7], 1—cosf = K6?
/1

Une pensée émue pour la notation Im, introduite en début d’énoncé, mais qui ne nous

aura servi a rien...
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Exercice 13

Les inégalités, les tangentes, les cordes

ne sauraient effrayer ma plume monocorde.

Enoncé : (temps conseillé : 1 h 10 min) (***¥) d’apres Centrale 2017 PC Maths 2

1) Soit I un intervalle de R, et soit f une fonction convexe sur I. Soient a et b appar-
tenant a I, avec a < b, et soit A € [0; 1].
a) Justifier que Aa +(1—-A1)b € [a; b].
b) Montrer que f(Aa +(1—2A)b) < Af(a)+(1—A)f(b)
On pourra utiliser la position de la courbe de f par rapport & ses sécantes (ou cordes).

c) Justifier que I'inégalité précédente reste valable pour tous a et b appartenant a I.
2) Soient a,b € R. Montrer que : VA € [0;1], e "Y0 < 209 4 (1 - 2)e

3) On se place dans un univers 2. On admet que toutes les variables aléatoires mises
en jeu ici possedent une espérance. Soit ¢ un réel strictement positif, et soit X une
variable aléatoire réelle telle que X (Q2) est fini avec X(Q) c[—c; c], et telle que E(X) = 0.

X
On considere la variable aléatoire réelle Y définie par Y = 3 35"
c
a) Montrer que eX <Ye ¢ +(1-Y)e¢

c —C

+e
2

b) Montrer que E(eX) < ¢

Remarques sur ’énoncé :

A partir de I'inégalité de convexité qu’on nous demande d’établir en 1)b) et 1)c), il est
possible d’obtenir cette inégalité de convexité généralisée (ou inégalité de Jensen) :

pour tout entier n =2, on a : pour tous x1,x2,.,x, € I, pour tous 11,19,...,A, =0 tels que
i =1, f( i Apxp) < i Apf(xz) Clest Pobjet de cet exercice (difficile).
k=1 k=1 k=1

Sans rentrer dans trop de détails théoriques que vous aurez tout le loisir de découvrir
I’'an prochain, une variable aléatoire réelle X est une fonction définie sur un certain
univers ( et a valeurs dans R. X(Q2) est ’ensemble des valeurs prises par X. Pour tout

w € Q, X(w) est la valeur que prend X lorsque I'issue w se réalise.
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Z =% est la variable aléatoire définie par : Yo € Q, Z(w) = X

Parlons d’inégalités entre variables aléatoires. Pour deux variables aléatoires X et Y
définies sur un univers Q, affirmer X <Y revient a dire : Vo € Q, X (w) <Y (w). Autrement
dit, quelle que soit I'issue, la valeur prise par X est inférieure ou égale a la valeur prise
par Y. Il ne faut pas confondre le fait de dire X <Y avec le fait de considérer I'événement
[X <Y1, qui peut se réaliser ou pas. Evénement dont on peut éventuellement calculer la
probabilité, que 'on note P(X <Y') par un abus de notation largement admis.

De méme, affirmer X =Y revient a dire : Vw € Q,X(w) = Y(w). A ne pas confondre
avec ’événement [X =Y ].

Derniéere déclinaison (celle qui, d’expérience, induit le plus souvent en erreur) :
affirmer X = 3 revient a dire que X est la variable aléatoire constante égale a 3. A ne
pas confondre avec I'événement [X = 3], qui peut se réaliser ou pas.

A priori, en Terminale, on ne vous embétait pas trop sur I'existence de I'espérance
des variables aléatoires que vous manipuliez. Vous verrez dans le supérieur que toute
variable aléatoire n’admet pas forcément une espérance. Mais dans le cas particulier
(qui était souvent le votre, et qui est celui de cet énoncé) ou 'on manipule des variables
aléatoires a valeurs dans un ensemble fini, 'existence de cette espérance ne pose pas de
probléeme. En particulier, il n’est pas attendu de votre part ici de justifier 'existence de
E(e”). Lan prochain, dans ce genre de cas simple, vous vous fendrez d’une justification

du style « I’ensemble X (L) est fini, donc X admet une espérance ».

On rappelle enfin la croissance de ’espérance : si deux variables aléatoires X et Y

admettent toutes deux une espérance, et si X <Y, alors E(X)<E(Y)
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Correction de Pexercice 13 :

1)a) Une premiere question en apparence relativement gentille...
a<betAe€[0;1],doncA=0et1-1=0.
Donc la+(1-AVa<Aa+(1-A)b<Ab+(1-21)b. Autrement dit:a<Ada+(1-1)b<bd

Nous avons bien montré : | Aa+(1—-N)bela; b] |

En toute rigueur, la justification ci-haut suffit a établir le résultat demandé. On multiplie
des inégalités par A et 1 — A : il était donc important de préciser leur positivité. Si c’est
allé trop vite a votre gotit, voici une rédaction plus détaillée, en aboutissant séparément
aux deux inégalités qui constituent l'encadrement demandé. Partant de a <b :

D’une part, A =0 donc Aa < Ab. Puis : \a+(1—-A)b<Ab+(1-A)b. Donc : \a+(1—-A)b<b
D’autre part, A< 1, donc1-1=0. Dot : (1-1)b =(1-A)a. Puis : La+(1-21)b = La+(1-A)a.

Donc : Aa+(1—-2A)b = a. Les deux inégalités soulignées donnent ’encadrement demandé.

1)b) f est convexe sur I, et a et b sont deux réels de cet intervalle. La corde (ou
sécante) (d) joignant les points d’abscisses a et b de la courbe 6 de f est donc au-dessus

de € sur le segment [a; b] (ici, on a bien a < b)

Schéma a main levée (encore...) représentant la situation.

La sécante (d) est au-dessus de 67 sur [a; b]

De plus, d’apres 1)a) : Aa +(1—-21)b € [a; b].
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Et f(Aa +(1-1)b) est l'ordonnée du point de la courbe de € d’abscisse Aa +(1—21)b

Point que nous avons placé sur la courbe. Il était intéressant de voir & quoi correspond

géométriquement ce fameux f(Aa +(1—A)b), membre de gauche de linégalité demandée.
Ce point est situé en-dessous du point de méme abscisse situé sur la droite (d).

On aimerait bien avoir l'ordonnée de ce dernier point d’abscisse Aa +(1— A)b et situé sur
la droite (d) : on pourrait alors affirmer que f (/la +(1- A)b) est inférieur ou égal a cette

ordonnée. Et avec un peu de chance, cette ordonnée serait...

Notons M le point d’abscisse Aa + (1 —1)b et situé sur la droite (d). M(xy7, yym) avec
xp =Aa+(1—A)b et yy a déterminer. De méme, soient les points A (a, f(a)) et B(b, f(b)).
La droite (d) est donc en fait la droite (AB).

. - SN b—
Les points A, M et B étant alignés, les vecteurs AM M et AB ¢
yu —f(a) f®)-f(a)

sont colinéaires.

Donc (xp —a)(f(b) - f(@)) = (b—a)(ym — f(@)) =0 Oui, un déterminant si vous voulez...
Dans cette égalité, isolons notre inconnue yy; (et remplacons xy; par son expression
connue).

Dou : (b—a)(ym - f(@)) = (Aa+(1-1b —a)(f(b) - f(a))

Autrement dit : (b —a)(ym - f(@)) = (A - Da +(1-1)b)(f () - f(a))

Il y a moyen de factoriser par A —1 a droite... Ben oui, A-1=—-(1-1)

Donc : (b —a)(yyu — f(@)) = (1= )b - a)(f () - f(a))

Ce serait sympa de simplifier par b —a des deux cotés... Mais il faut avoir conscience de
lopération mathématique qui se cache derriere le mot « simplifier » , pour pouvoir, le cas
échéant, justifier son application si nécessaire. Ici en l'occurrence, il s’agit de diviser par
b-a.

Comme b —a # 0, nous pouvons en déduire : yy — f(a) = (1 - 1)(f(b) - f(a))

Puis : yy = (1-A)(f(B) - f(@)) + f(a) = (1= Df (B) - (1 - V)f (a) + f(a)

Remarquez que dans la derniéere ligne, je ne me suis pas senti obligé de développer
(1-1)(f(b) - f(a)) en quatre termes. Je n’avais pas d’intérét a casser le 1— ). Par contre,

Jai séparé le f(a) et le f(b) parce qu’ils sont séparés dans le résultat que jescompte.

74 @ www.ayoub-et-les-maths.com


https://www.ayoub-et-les-maths.com

Donc: yyr =(1-ADf(b)+(1-1+A)f(a)=Af(a)+(1-A)f(b). Ouf!

Et rappelons : f(1a +(1—2A)b) < yy. Finalement : | f(1a + (1 - 1)) < Af (@) + (1 - 1)f(b)

Il était possible d’aboutir ¢ lexpression de yyr d’'une autre maniére, moins efficace (un brin
plus calculatoire) mais peut-étre plus intuitive pour certains : a partir des coordonnées

des deux points A(a,f(a)) et B(b,f (b)), on pouvait déterminer Uéquation de la droite (d).
f(b)—f(a)

Par définition, son coefficient directeur est T Quant a son ordonnée a lorigine

(appelons-la B), on peut l'obtenir en se servant par exemple du fait que les coordonnées de
f(b)-f(a)
————xa+p

-a

A vérifient l’équation de (d). Autrement dit : ya = b

Puis : e yy - L@ py [O=1@
b-a b-a
(d) a donc pour équation : y = Mx + f(a)— M xa Pas trés joli...
b-a b-a
Sous une forme plus condensée, (d) : y = %(x —a)+f(a)

Pour obtenir yyy, il ne reste plus qu’a remplacer x par Uexpression de xj; dans I’équation

précédente et, aprés calculs, vous obtiendrez : yyr = Af(a)+(1—A)f(b)

1)c) Que nous veut cette question ? Linégalité établie dans la question précédente
n’est-elle déja pas valable pour tous a et b appartenant a I? Non : pour linstant, elle Uest
uniquement dans le cas a < b.

Soient a et b appartenant a I et soit A € [0; 1].
¢ Si a < b, I'inégalité demandée est établie d’apres 1)b).

e Sia=b:dune part, f(la+(1-1)b) = f(da +(1-AVa) = f(a) et d’autre part :
Af(@)+ A=A f(B)=Af(a)+(1—-A)f(a) = f(a). Linégalité demandée est donc établie (au

sens large, c’est une égalité ici).

eSia>b,enposant A'=1-1,a'=b et b’ =a, nous avons :
F(Aa+1-2)b) = (L= A+ A'a") = f(Va' +(1 - A)b') avec A’ €[0; 1] et a’ <b'.
Drapres Db) : f(Va’ +(1—A0b") < Vf(a) +(1— A)f (b))
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1)b) est en effet valable pour tous a et b de I tels que a < b (nos a’ et b’ conviennent donc)
et pour tout A €[0; 1] (notre A’ convient donc).
Autrement dit : f(Aa +(1—)b) < Af(a)+(1-V)f(b)

Nous avons bien établi : | VA €[0; 1], Ya,b e, f(la+(1-1)b) < Af(a)+(1-A)f(b)

2) Le fait qu’il faille appliquer I'inégalité établie précédemment semble assez évident...
La fonction exponentielle est convexe sur R (dérivable deux fois, de dérivée seconde

elle-méme, donc strictement positive sur R).

D’apres 1)e) : | VA €[0;1], e 1Y < 0% 4 (1-2)e? Le calme apres la tempéte.

Et avant la suivante...

3)a) Commencons par exprimer X en fonction de Y.

1 X X 1
Y=———donc —==-Y puis X =c—-2cY =(1-2Y)c
2 2c 2¢c 2

Ces histoires de Y et 1-Y que l'on me demande de faire apparaitre... Mais moi, je
voisdu 1-2Y...

Dou: X=(1-Y-Y)e=(1-Y)c-Yc=Y x(-c)+(1-Y)xc
Une transformation astucieuse a laquelle il n’est pas évident de penser et qui, je le confesse,

était indiquée dans l’énoncé originel par le biais d’une question intermédiaire.

A ce stade, il est tentant de passer a l'exponentielle et d’appliquer l'inégalité obtenue
en 2). Mais attention, cette inégalité est valable (avec les bonnes hypothéses) pour des réels,
pas a priori pour des variables aléatoire... Que faire ? Revenir simplement a la définition
de A < B pour deux variables aléatoires A et B : Vo € Q,A(w) < B(w) (ca tombe bien, A(w)

et B(w) sont, eux, des réels)

L'égalité de variables aléatoires précédente nous permet d’affirmer :
VoeQ, X()=Y () x(-c)+(1-Y(w)) xc

Puis : Yo € O, ¥ = exp (Y (@) x (-0) + (1-Y (@) x ¢

Ce serait bien que Y (w) appartienne a [0;1]...

Par ailleurs, X est a valeurs dans [—c; c]. Autrement dit : Vo € Q, —c < X(w)<c
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1 X 1 X
Et:Y(a)):——ﬂ,avec——s— (w)S_
2 2c 2 2¢c 2

(car —2¢ < 0) puis

C’est-a-dire : Vo € 2, 0 < Y(w) < 1. L'inégalité obtenue en 2) nous permet alors d’af-
firmer : Vo € Q, eX@ =exp (Y(w) x(—c)+ (1-Y(w)) x c) <Y(w)e “+(1-Y(w))e’

Autrement dit (en revenant aux variables aléatoires) : eX<Ye C+ (1-Y)e€

3)b) A partir de I'inégalité 3a), la croissance de 'espérance fournit :
EE®)<EYe “+(1-Y)ed).
Puis, e€ et e™¢ étant des constantes, la linéarité de ’espérance nous permet d’obtenir :
E®X)<e *E(Y)+eE(1-Y)=e “E(Y)+e° (1-E©))

1
Or, Y = — — — donc (encore par linéarité) :
2 2c
1 1 1 R
E(Y)= 5~ 2—E’(X) =3 car E(X) =0 par hypothese.
c

e+e ¢
2

1 1
Par suite : E(e%X) < e'cé +efx(1- 5), et enfin : | E(eX) <

Entre autres, ce que jai trouvé rigolo dans cet exercice - largement remanié” - c’est
le fait, a partir de lexpression exp (Y(w) x(—c)+ (1-Y(w)) x c), de d’abord « sortir » Y (w)
et 1-Y (w) de l’exponentielle par 'inégalité de convexité, puis, en passant & l’espérance,
de « sortir » cette fois e€ et e ¢ par linéarité. A chaque contexte, & chaque situation ses

prisonniers & libérer...
*La longue question 1), notamment, est un pur ajout, visant ensuite & pouvoir vOus

faire profiter de cette inégalité de convexité pour la suite de l'exercice. Cette question 1) est

un Pokémon que cette version PCSI a en commun avec un exercice de la version MPSI ...
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Exercice 14

Souvenir d’un été parsemé de dimanches,

la boule retirée de l'urne est rouge ou blanche

Enoncé: (temps conseillé : 1h 10 min)  (¥*) d’apres CCINP 2021 PC

Commencons par présenter le principe de raisonnement par récurrence forte, que
P’on pourra étre amené a utiliser. Pour montrer que, pour tout n € N, la propriété P,, est
vraie, la récurrence simple se faisait ainsi :

Initialisation : On montre que Py est vraie.
Hérédité : On montre que si, pour un certain n € N, P,, est vraie, alors P,,.1 est vraie.

Conclusion : Cela nous permet de conclure que pour tout entier naturel n, P,, est vraie.

Le principe de raisonnement par récurrence forte est le suivant :

Initialisation : On montre que Py et P sont vraies.

Hérédité : On montre que si, pour un certain n € N, pour tout & € [0;n], P; est vraie,
alors P,,,1 aussi est vraie.

Conclusion : Cela nous permet de conclure que pour tout entier naturel n, P,, est vraie.

On fixe un couple d’entiers (b,r) e N* x N*. On dispose d’un stock illimité de boules
blanches et de boules rouges et on considére une urne contenant initialement b boules
blanches et r boules rouges indiscernables au toucher. On procede a des tirages successifs

dans cette urne en respectant a chaque fois le protocole suivant :

1. Sila boule tirée est de couleur blanche, on la replace dans I'urne et on ajoute une

boule blanche supplémentaire.

2. Si la boule tirée est de couleur rouge, on la replace dans I'urne et on ajoute une

boule rouge supplémentaire.

Pour tout n € N*, on désigne par X, la variable aléatoire prenant la valeur 1 si la
boule tirée au n-iéme tirage est blanche, et la valeur O si cette boule est rouge. On
considere également la suite de variables aléatoires réelles (S, ),cn définie par :
So=betVneN* S,=b+ iXk

k=1

1) Déterminer la loi de X, puis la loi de X5.
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2) Soit n € N. Que représente la variable aléatoire S,, ? Quel est 'ensemble des valeurs

prises par la variable aléatoire S, ?

3) Soit n € N*. Pour tout % € [b;n + b], déterminer P[Snzk](X’”l =1).

E(Sy)

4) Montrer que, pour tout ne N* : P(X,,,1=1)= —————
b+r+n

5) Montrer que pour tout n € N*, X, suit la loi de Bernoulli de parameétre i
r

Remarques sur ’énoncé :

Le principe de récurrence forte présenté par I’énoncé differe de la récurrence simple
en ce sens : a 'étape d’hérédité, on ne suppose pas juste que P, est vraie pour aboutir a
P, .1, mais on suppose plutot que Py, P1,Ps,...P, sont vraies pour aboutir a P,,1.
Cela reviendrait a montrer, par récurrence simple, que pour tout n € N, la propriété

Q. :«Vke[0;n], Py est vraie » est vraie

Profitons-en pour rappeler (ou faire découvrir) le sens de la notation E x F', lorsque E
et F sont deux ensembles. E x F', appelé produit cartésien de E et F, est 'ensemble des
couples (a,b) avecaeE etbeF.

«(b,r)e N* xN* » veut donc dire 1a méme chose que «b eN* et r e N* »
Cas particulier : si E est un ensemble, E? est 'ensemble des couples (a,b) avec a € E
et b € E. On note aussi E2 = E x E. Dans notre cas, il était donc possible d’écrire plutdt

(b,r)e (I\I*)2 (les parenthéses autour de N* étant 12 juste pour faire plus « propre » )

Dans la question 4), E(S,,) désigne ’espérance de S,,.
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Correction de ’exercice 14 :

1) X1(Q) = {0;1} donc X suit une loi de Bernoulli de parameétre p = P(X; = 1). Reste
a déterminer ce parametre.
X1(QQ) est simplement l’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X;.
Sans rentrer dans trop de détails théoriques, Q) est l'univers considéré.
Lévénement [X; = 1] est réalisé si et seulement si la premieére boule tirée est blanche.

Or, l'urne contient initialement b boules blanches et r rouges, et il y a équiprobabilité de

tirer chacune de ces boules, indiscernables au toucher. Donc P(X; =1) = "
-

En conclusion, | X; suit une loi de Bernoulli de parametre p = 2oy
r

Comme jai lu I’énoncé en entier jusqu’a la question 5) (donnez-moi un cookie), je suis

rassuré.
X suit aussi une loi de Bernoulli, de parameétre p’ = P(X3 = 1)

Mais comment calculer cette probabilité ? La couleur de la boule tirée au deuxieme tirage

dépend du résultat du premier tirage, non ? Si, parfaitement. D’ou 'idée suivante :

Les événements [X; = 0] et [X] = 1] forment un systéme complet d’événements.

Dans le supérieur, et en particulier en prépa, vous parlerez plus souvent de « systeme
complet d’événements » que de « partition de l'univers » , qui désignent la méme chose
(méme s’il pourra vous arriver de recroiser la seconde formulation, souvenir heureux de
vos années lycée).

D’apres la formule des probabilités totales :

P(X2=1)=P([X1=01Nn[X2 =1])+P([X1 = 1In[X2 =1])

Puis : P(X3=1)=P(X;=0) XP[XI:O] (X2=1)+P(X;1=1) XP[X1:1] (X2=1)

P(AnB
Rappelons que pour deux événements A et B, si P(A) # 0, PAs(B) = ﬁ Dot
P(ANnB)=P(A) xPs(B)
Ici, on a bien P(X1=0)#0et P(X1=1)#0, car P(X1=1)= et P(X1=0)= 4
b+r b+r

avec b, r e N*

Or, si I’événement [ X = 0] est réalisé (autrement dit, la premiere boule tirée est rouge),
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la composition de 'urne juste avant le deuxiéme tirage est la suivante : toujours b boules

blanches, mais r + 1 boules rouges (puisqu’on en a rajouté une).

Donc P Xo=1)=—.
-] X2 =1 =357

De méme, si 'événement [X; = 1] est réalisé (autrement dit, la premiere boule tirée est

blanche), la composition de I'urne juste avant le deuxieéme tirage est la suivante : b + 1

boules blanches, et toujours r boules rouges.

b+1
Donc P[X1=1] (Xo=1)= T

Dot : P(Xy = 1) = r_. b N b y b+1  rb+b(b+1)  br+b+1)
o bart1 btr bir+l (b+rbtrtl) (Girbir+l)

Puis : P(Xg9=1) =

b+r

b
b+r

X suit donc aussi une loi de Bernoulli de parametre p =

. L ! L . . ~ A
Je 'avais appelé p' au départ parce que je n’avais pas encore montré que c’est le méme.

On a bien p' = p, comme attendu en lisant la question 5)

n
2)Sp=bet ZVnEN*,Sn:b+ZXk

Avant les tirages, il y a b boules blanches dans 'urne. Chaque fois qu’une boule blanche
est tirée (c’est-a-dire chaque fois qu'un événement [X} = 1] - avec k € N* - est réalisé),

I'urne gagne une boule blanche.

Pour tout n €N, S,, représente donc le nombre de boules blanches dans I'urne apres le

n-iéme tirage.

A chaque tirage, il est toujours possible d’obtenir une boule blanche ou une boule rouge

(aucune de ces deux couleurs ne peut disparaitre de I'urne).

L'ensemble des valeurs prises par S,, est donc S,,(Q) =[b ;b +n]

Autrement dit, ’ensemble des entiers naturels de b & b +n. Aux b boules blanches ini-
tialement présentes peuvent s’étre ajoutées, au bout de n tirages : 0, 1, ...,n autres boules

blanches.

3) Pour tout % € [b,n + b], 'événement [S,, = k] (de probabilité non nulle) correspond

a une urne composée, juste avant le n + 1-éme tirage, de & boules blanches et b+r+n
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boules au total. En effet, apres chaque tirage, I'urne gagne 1 boule, qu’elle soit blanche
ou rouge : au bout de n tirages, elle en a donc gagné n.
Le nombre de boules rouges ne m’intéresse pas particulierement, mais si jen avais besoin,

Jaurais tout simplement dit : b+r+n—~k

La probabilité de tirer une boule blanche d'une urne avec une telle composition est

donc: ——
b+r+n

Autrement dit : | Vk € [b,n + b], P[S :k](X”+1 =1)=

_k
b+r+n

4) Soit n € N*.

k
On nous a fait calculer P[S —k](X’”l =1)=— pourtout k€ [b,n +b]
n= n

b+r+

Comment accéder, a partir de ces informations, & P(X,+1 = 1)? La formule des pro-

babilités totales est notre amie, comme elle le sera souvent dans ce genre de situation.

([S n= k]) est un systéme complet d’événements.
ke[b,n+b]
n+b
D’apres la formule des probabilités totales : P(X,,,1=1) = Z ([Sn =kINn[X,:1= 1])
k=b

Sans le signe somme, ¢ca donne tout simplement : P(X,,+1=1)
= P([Sn = b1 [Xps1 = 1]) +P([Sn =b+11N[Xns1 = 1]) ... +P([Sn =b+n]N[Xps1 = 1])

n+b
Donc: P(X,.1=1)= Z P(S,=k) xP[S —k](X"+1 =1). Puis, d’apres 3) :
k=b "
n+b k 1
PX,1=1= Z PS,=k)x — Et —— est constant vis-a-vis de k...
b b+r+n b+r+n
1 n+b
Par suite : P(X,,,1=1)=—— Z kxP(S,, =k) Oh, mais cette derniére somme...
b+r+njz,

1
Enfin: P(X,,,1=1)= —— x E(S,)
b+r+n

La derniére somme portait bien sur l’'ensemble des valeurs k prises par S,,.

E(Sy)

Nous avons bien montré :|VneN*, P(X,;,1=1)= —————
b+r+n

5) Enfin cette question 5)... Bon, I’énoncé nous a infligé une longue tartine sur la
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récurrence forte. C’est peut-étre le moment de l'utiliser...

Lénoncé nous a présenté ce raisonnement pour montrer que P, est vraie pour tout n € N,
Ici, c’est plutét : pour tout n € N*. Pas de panique! Un trés léger effort d’adaptation suffira.
Soit, pour tout n € N*, la propriété P,

« X}, suit la loi de Bernoulli de parameétre n »
r

Montrons par récurrence forte que pour tout entier naturel n € N*, P,, est vraie.

Initialisation : d’apres la question 1), X,, suit la loi de Bernoulli de parametre n
- r

donc Pq est vraie.

Hérédité : Supposons que pour un certain n € N* : pour tout & € [1;n], P est vraie,

et montrons que P, .1 aussi est vraie.

Supposons donc que : pour tout & € [1;n], X, suit la loi de Bernoulli de parametre b
r
Comment a partir de ¢a, accéder a la loi de X,,+1 ¢

X+1(Q) € {0;1} donc X,,+1 suit une loi de Bernoulli, de parametre P(X,,+1 =1).

E(S,)
Or, daprées 4) : P(X,,1=1)= ———
r,dapres 4) : P(X,,11=1) b+r+n
Et E(S,) = E(b+ZXk)—b+E(ZXk) b+ZE(Xk)parhnearltedelesperance
k=1 k=1 k=1

Or, par hypothese de récurrence, pour tout 2 appartenant a [1;n], X; suit la loi de

b
Bernoulli de parametre —— ey , donc E(X3) = o

C’est la que nous avons eu besoin de linformation sur tous les X1,...,X, précédant
Xp+1 (et pas seulement le prédécesseur immédiat X, comme dans le cas d’une récurrence

simple). D’ou I'intérét de la récurrence forte.

b b(b+r)+nb b(b+r+n)

Dow: B(Sn) = b+z’b +r =b+nx b+r b+r B b+r
o _ . E@Sp)  bb+r+n) 1 b
PulS'P(Xn+1_1)_b+r+n_ b+r ><b+r+n_b+r

Enfin, X1 suit bien la loi de Bernoulli de parametre 5 et P, .1 est vraie.
r

Conclusion : Le principe de raisonnement par récurrence forte nous permet de conclure

que pour tout entier naturel n € N*, P, est vraie.

Autrement dit, pour tout n € N*, X, suit la loi de Bernoulli de paramétre b
r
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Exercice 15

Aspirants députés, voici de quoi vous plaire :

les cas d’égalité dans la triangulaire.

Enoncé : (temps conseillé : 50 min) (****) d’aprés Centrale 2023 PC Maths 1
On rappelle I'inégalité triangulaire : V z,2' € C, |z +2'| < |z]| +|2/|.

1) Soit z un nombre complexe tel que |1+z| =1+ |z|. Montrer que z € R,.

2) En déduire que, si z et z’ sont deux nombres complexes vérifiant |z +2'| = |z| + |2/|
et z#0, alors: da eR,, 2’ = az.

3) Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et z1,...,2z, des nombres complexes non tous

3 =§1>zj|.

J

nuls tels que 2

1

J

Montrer qu’il existe un réel 0 tel que : Vk € [1;n], z; = eiglzkl.

Dans le cas oir z1 # 0, on pourra appliquer le résultat de la question précédente aux

couples (z1,zp) pour k € [2;n].
Remarques sur ’énoncé :

Oui, I'inégalité triangulaire déja rappelée en début d’énoncé de ’exercice 8 est plus

généralement valable sur C (en parlant cette fois de module plutét que de valeur absolue).
N N
La encore, elle se généralise a une somme de plusieurs termes : | Z zk| < Z |zp|. Cet

J=1 J=1
exercice a pour but de vous faire réfléchir sur le cas d’égalité de cette inégalité triangu-

laire.

Dans la question 3), I’énoncé dit que z1,..,z, sont «non tous nuls » . Cela veut tout
simplement dire qu’ils ne sont pas tous nuls. Autrement dit, qu’au moins 'un d’entre
eux est non nul. Mais ¢a n’interdit pas a certains d’entre eux d’étre éventuellement non
nuls. A ne pas confondre avec « tous non nuls » qui aurait voulu dire qu’aucun d’entre
eux n’est nul.

«'Tous non nuls » implique « non tous nuls » mais « non tous nuls »n’implique pas néces-

sairement « tous non nuls »
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Correction de P’exercice 15 :

1) Le réflexe de beaucoup ici sera d’écrire z sous forme algébrique z =a +1ib (avec a et
b réels) puis d’exprimer le module (quitte a élever au carré) en fonction de a et b. Il y a

légérement plus élégant (et moins calculatoire), en se souvenant que ZZ = |Z/>...

En élevant au carré ’égalité vérifiée par z, nous obtenons : |1+ zI2=1+2/z| + |22
Autrement dit : (1+2)(1+2)=1+2|z| +zz. Ouencore: (1+z)(1+2)=1+2|z|+zz

Un petit rappel sur les propriétés de la conjugaison ? C’est par ici.

Puis:1+Z+2z+2z=1+2|z|+ 2z, ce qui donne z +z = 2|z|. Or, z +z = 2 Re(z)
Si vous laviez oublié, passez a la forme algébrique, vous verrez les parties imaginaires de
z et z, opposées l'une de lautre, se simplifier, et leurs parties réelles, égales, s’additionner.

On ade méme : z—z =21 Im(z2)

Donc : 2 Re(z) = 2|z|, c’est-a-dire Re(z) = |z|. D’ou : Re?(z) = Izl2 =Re?(z) + Im2(2)
Bon, javoue, cela revient a parler de forme algébrique de z. Mais au moins, on ne s’est
pas coltiné, dés le début, du z = a + ib qui aurait légérement alourdi nos calculs.

Re?(z) = Re%(z) + Im?(z) done Im?(z) = 0 puis Im(z) = 0. z est donc un nombre réel.

De plus : Re(z) = |z| = 0. z étant réel, nous avons : z =Re(z) = 0. ‘Enﬁn, zeR,. ‘

2) Soient z et z’ sont deux nombres complexes vérifiant |z +2z | =|z|+|2/| et z#0

« En déduire ». Quel lien avec ce qui précede ? z # 0, ca me permet de faire quelque chose...

!

2(1+5)

) L 12|
z étant non nul, nous pouvons écrire : =|z| (1 + —)

|z]

Z’ Z/ ZI 2,
1+ —) = |z|(1+ H) Puis (|z| étant non nul) : ‘1+ _‘ - (1+ u)
z z 2

Autrement dit : |z| x =
z

! !/

z z ..

Ou encore : ‘1 + —) =1+ ‘— Oh mais dis-donec...
z z

/ /

z z
De 1), nous pouvons conclure : — € R;.. Il existe donc un réel positif a tel que — =«
z z

Ben oui, en 1), nous avions établi que tout nombre complexe z vérifiant |1+ z|=1+|z| est
!/
en fait un réel positif. Peu importe, donc, qu’il s‘appelle ici non pas z mais —.
z
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En conclusion, si z et z’ sont deux nombres complexes vérifiant |z + z'| =lz|+ |z' | etz #0,

alors: da eR,, 2’ = az.

3) Attention : le 0 dont il faut montrer lexistence ici doit étre le méme pour tous les zj,.

z1,...,2, sont des nombres complexes non tous nuls. Lun au moins d’entre eux est

donc non nul. Sans perte de généralité, supposons z1 # 0.

Comment ca, « sans perte de généralité » ¢ Qu’est-ce que c’est que cette expression douteuse ?
Pas d’inquiétude ici, il n’y a aucune arnaque. Les z1,...,z, étant non tous nuls, on peut
toujours, quitte a les réordonner, se débrouiller pour que z1 soit non nul. Et leur ordre
n’intervient pas dans le résultat demandeé.

Ce « sans perte de généralité » promet au lecteur que malgré U'ajout d’une hypotheése (ici

z1 #0), la portée générale du résultat n’est en rien remise en cause.

A utiliser avec énormément de modération, uniquement dans les cas ot vous avez l'assu-
rance - comme moi ici - que I’hypothese que vous rajoutez ne fait perdre aucune généralité
au résultat. Au moindre doute, ne le faites pas, quitte a opter pour un raisonnement plus
détaillé - et peut-étre plus fastidieux. A une colle ou un oral, si vous utilisez un tel raccourci
verbal, vous devez étre en mesure de justifier, sur demande, qu’il n’y a effectivement pas

de perte de généralité.

En quoi aurait consisté un raisonnement plus détaillé ici ? En le fait, par exemple, d’expli-
citer la réindexation : si z1 # 0, pas besoin de réindexer. Sinon, z1,...,z, étant non tous
nuls (et z1 étant nul), il existe k € [2;n] tel que z; # 0. Définissons alors les complexes
21, 29,2y QINSL : 2] = 2}, 2, = 21, et pour tout j € [2;n], si j & {1;k}, z;- =z, (autrement
dit, on permute z1 et z}, et on laisse les autres tranquilles). La permutation effectuée ne

n n
modifiant pas la valeur des deux sommes, on a toujours Z z; = Z z;) .
J=1

J=1

Reprenons le fil de notre rédaction.

n

n
ZZJ'| = ‘21+2k+ ZZJ"

Pour tout % € [2 ;n],

J=1 J=2
J#k
n n
Y zj, cest tout simplement la somme Y _ zj & laquelle on a retiré le terme zj.
J=2 J=2
J#k
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n
Si n=2,il n’y a aucun entier j différent de k entre 2 et n, et la somme Z z;j est nulle par
Jj=2
J#k
convention. D’accord, mais quel intérét d’avoir sorti z1 et zj, de la somme ? Nous mettre en

situation d’utiliser I’indication fournie par l’énoncé.

n n n
2zl = ‘21 tzpt ) Zj‘ <lzi+zpl+ | Zj’ d’apreés l'inégalité
J=1 .]=2 J=2

Jj#k £k
triangulaire. La « simple » , celle pour une somme de deux termes, ici en l'occurrence

Pour tout & € [2 ;n],

n
z1+zp, d’une part et Z zj d’autre part.

Jj=2
J#k
n n n
De plus : |z1 + 23| < |z1] +|2zp]. Donc : |sz~| <|z1+zpl+ ZZJ" <lzil+lzp|+ ZZJ"
J=1 J=2 J=2
J#k Jj#k

Puis, toujours par I'inégalité triangulaire (sa généralisation & une somme, cette fois) :

n n

Z z j‘ < Z |z;]. Donc, si 'on récapitule les inégalités successives obtenues :
J=2
Jj#k

n

j=2
2k

n n n
1Y 2| <lz1 +24] + }:zj‘s|zl|+|zky+ E:Zj‘s|21|+lzk|+-§:|zﬂ
J=1 Jj=2 Jj=2 Jj=2
J#k Jj#k Jj#k
n n n n
Autrementdlt:|sz|5|zl+zk|+ sz)§|z1|+|zk|+ sz‘SZIzjl (*)
=1 =2 =2 =
Jj#k JjZk

C’est bien joli tout ca, mais pourquoi avoir conservé la trace de toutes ces majorations
successives ? Parce qu’un phénoméne rigolo va se produire : rappelons que par hypothese,

le membre tout a gauche et le membre tout & droite sont égaux...

n n
Par hypothese : | Z z j| = Z |z;|. Donc les quatre membres de (*) sont égaux.
j=1 j=1

n n
En particulier : [z1+2;+| Y zj‘ = lzql+lzgl+] Y zj‘. Et en simpifiant : [z1+2| = |21]+]23|
j:2 J:2
Jj#k J#k

z1 et zp, vérifient donc les hypothéeses de la question 2) (z; étant bien non nul).
Pour tout % € [2 ;n], il existe donc un réel positif aj, tel que z; = ap z1.
C’est aussi vrai pour £ = 1, en prenant tout simplement a1 =1:21=1x2;

Attention : il n’y a aucune raison a priori que le a soit le méme pour tous les zp. D’ots
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la pertinence de l'appeler ay. Rien de dérangeant ; nous sommes a deux doigts du résultat...

Notons 6 un argument du nombre complexe non nul z;.

La mention « non nul » est utile : 0 n’a pas d’argument.

Sous forme exponentielle, z1 s’écrit : z1 = Izlleig. Donc:Vke [l ;n], z, = aklzlleie
Et |2;] = azlz1] (car || = 1). Enfin : VE € [1;n], 24, = |zzle™

Nous avons bien établi 'existence d'un réel 0 tel que : V& € [1;n], z; = eielzkl.

Autrement dit, tous les z;, non nuls ont un argument commun (ce fameux 6). Géomé-
triquement, cela se traduit sur le plan complexe par le fait que les points M}, d’affixes les

2y, sont sur une méme demi-droite partant de l'origine du repére.
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Exercice 16

- Quel est cet énoncé ? C’est un peu court jeune homme!

- Il fait dire déja bien des choses aux sommes...

Enoncé : (temps conseillé : 25 min) (***¥) d’aprés Centrale 2022 PC Maths 2

On pourra librement utiliser la formule du binéme de Newton :

Ol R B LA Py
Va,bEIR,VnEI\I,(a+b)”:Z a”b" :Z a” "b
k=0 k k=0 k

Soit n € N*. En développant (1 +x)" pour deux réels x bien choisis, montrer que

[n/2]
Z n — 271—1
2p )

p=0

Remarques sur I’énoncé :

Une fois n’est pas coutume, et comme relevé par Cyrano, un énoncé particulierement
bref. La formule du binéme de Newton rappelée par I’énoncé fait figurer deux sommes.

On peut vérifier qu’elles sont égales par changement d’indice j = n — k (plus de détails

J
il est tout a fait normal que l'on puisse intervertir a et b comme c’est le cas entre les

dans cette vidéo de la playlist sur le signe Z ) en rappelant ( " ) = (n) Par ailleurs,
n-—j

deux sommes, puisque (a +b)" = (b +a)". Quant a n, constant dans la somme, il n’est
évidemment pas affecté par le changement d’indice.

Cette formule du bindme de Newton se démontre par récurrence sur n, a coups de
manipulations sur les sommes (changements d’indice, expulsions de termes) et les coef-
ficients binomiaux (formule du triangle de Pascal). Elle est plus généralement valable

pour a et b complexes.
Revenez ici si vous estimez qu’un rappel sur la partie entiere est nécessaire. Au cas

ou (ce n’est peut-étre pas évident en termes de lisibilité), la borne du haut de la somme a

calculer est [gJ
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Correction de ’exercice 16 :

La somme a calculer, avec du 2p en bas du coefficient binomial, me fait peur... Qui
sont les 2p lorsque p se balade de 0 a [EJ ? Ce sont « tout simplement » les entiers pairs
de 0 a n, comme nous le montrerons plus loin. Chaque chose en son temps : commencgons

par développer (1+x)" comme le préconise l’énoncé.

D’apres la formule du binome de Newton, pour tout réel x :

n n
) kqn-k n\ k
(1 + x)n = x®1" = X
Z’ k Z’ k
k=0 k=0
« Pour deux réels x bien choisis » , nous précise l’énoncé. Lesquels? Déja, pour x = 1,

on se retrouve avec une somme dont le terme général est un coefficient binomial seul...

n n
n n

En particulier, pour x=1:(1+1)" = Z 1*. Autrement dit : Z =2"

k=0 k k=0 k
D’accord, mais je ne vois toujours pas ce qui pourrait bien m’amener a cette histoire
de nombre pairs. Peut-étre une alternance de signes, que pourrait par exemple m’offrir
x=-1..

n n k . n

Etpourx=-1:(1-1)"=)_ ( )(—1) . Autrement dit : )_ (

k=0 k k=0
Précision utile car 0° =1 par convention...

n

k)(—l)k =0"=0 (car n e N¥)

Que faire avec les deux sommes obtenues ? Comment ne garder que des coefficients bino-

miaux dont le terme du bas est pair ? En sommant ces deux sommes!
~(n % (n = [n n % (n
or: Y (Pl 2|0t =) [V ]+ et = X | | (- 1f)
k=0 k k=0 k k=0 k k k=0 k

Quel intérét ? Je vous réponds par une question : que pouvez-vous me dire sur 1+ (-1)k?

Pour tout entier naturel & : (—1)¥ =1 si k est pair, et (-1)*=-1sikest impair.
Donc: 1+(-1)*=2si % est pair, et 1 +(-1)*=0sikest impair.

n

n . .

« Cassons » donc la somme Z ( )(1 +(=1)F ) en deux : une somme qui ne contiendra
k=0

que les termes d’indice £ pair, et une somme qui ne contiendra que les termes d’indice %

impair.
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k=0 k k=0
k pair k impair
L n « n - n
= x2 + x0 = 2
k pair k impair k pair

Or, pour tout % € [0 ;n], & est pair si et seulement si il existe un entier p tel que £ =2p,
n n

avec 0<2p <n, cest-a-dire0<p < 3 c’est-a-dire (puisque p est entier) 0 <p < [EJ

Rappelons que pour tout réel vy, |y] est le plus grand entier inférieur ou égal a y. Dire d’'un

entier p qu’il est inférieur ou égal a y revient donc a dire qu’il est inférieur ou égal a |y].

n [n/2]
n n
Donc: 3 ()=Z( )
o \R] 5= \2p
k pair

Malgré toutes mes explications, jai conscience que cette égalité semblera la moins évidente
pour un éleve au sortir de la Terminale. Jai fait, sans prononcer le mot, un changement
d’indice k = 2p. Attention! Je me le suis permis car la somme de gauche ne porte que
sur des k pairs, et que jai montré au préalable que les k pairs vérifiant 0 < k < n sont

exactement les entiers qui s’écrivent 2p avec p vérifiant 0< p < [EJ

n [n/2]
Dou : Z (Z)(l +(—1)k) =2 x Z (Zr;)

k=0 p=0

_'Ln/ZJn 1w [n o 1l (n = (n 11 n
Puls.I;) (2p):§];) (k)(1+(—1) ):5[];)(k)+];)(k)(—1) ]:§X(2 +0)

w2l
Enfin : Z ( ) =on-1
p:O 2p
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Quelques rappels de calcul matriciel

Ces rappels ne sont pas exhaustifs et se concentreront notamment sur les no-
tions nécessaires pour aborder les exercices 17, 18, et 20. Vous pouvez aussi consulter

cette playlist de vidéos courtes, série introductive sur le calcul matriciel qui reprend en

grande partie les rappels ci-apres.
Enfin, si vous estimez ne pas avoir besoin de ces rappels, vous pouvez attaquer directe-

ment les exercices ici.

Tailles et positions

Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Une matrice réelle de taille n x p est
un tableau de nombres qui comporte n lignes et p colonnes. Ces nombres sont appelés
coefficients de la matrice.

Le coefficient situé a la i-eme ligne et j-iéme colonne d'une matrice M sera noté m; ;, ou

parfois [M]; ;.

101 3 -1 0
Exemples: M=|0 1 ol N=|1 1| P=|1 Q:(s 2 1 1)
00 2 3 0 2

M est une matrice de taille 3 x 3. N est une matrice de taille 3 x 2.

P est une matrice de taille 2 x 1. @ est une matrice de taille 1 x 4.

On note aussi : M € #33(R), N € #32(R), P € M3 1(R) et @ € M14(R)

Par ailleurs, on peut aussi dire que P est une matrice colonne de taille 2, et que @ est
une matrice ligne de taille 4.

1
Quelques coefficients : m33=2, n12=-1, pg1= 3 etqia=1

Lorsqu’'une matrice a autant de lignes que de colonnes, on dit qu’elle est carrée (de
taille n si elle a n lignes). Plus simplement que .4, ,(R), 'ensemble des matrices carrées
de taille n a coefficients réels se note aussi .#,(R). Dans les exemples ci-dessus, M est

une matrice carrée de taille 3. On peut noter : M € ./3(R)
Egalité de deux matrices

Deux matrices sont égales si et seulement si elles ont la méme taille et que leurs

coefficients (aux mémes emplacements) sont deux a deux égaux.
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Matrice identité

La matrice identité de taille n est la matrice dont les coefficients diagonaux (diagonale
qui va d’en haut a gauche jusqu’en bas a droite) sont égaux a 1, les autres étant égaux a

0. On la note souvent I,,.

ar exemple : ,
p 2 3

S O =
S = O
= o O

Matrice nulle

La matrice nulle O, , est la matrice de taille n x p dont tous les coefficients sont
égaux a 0. Par commodité, O, , est notée O,,.
0 0 o)

00
Par exemple : Og = , Og3=
pes e (o 0) 29 (0 0 0

Somme de matrices

On peut sommer deux matrices A et B de méme taille.
Si A et B sont deux matrices de taille n x p, la matrice A + B est la matrice de taille n x p

obtenue en sommant deux a deux les coefficients aux mémes emplacements.

101 1 20 47
Exemple: siM=|0 1 O|,N=|-1 3 4|,etP= 2)
0 0 2 5 00
1+41 0+2 140 2 21
M+N=|0-1 1+3 0+4|=(-1 4 4|.

0+5 0+0 2+0 5 0 2

Remarquez que 'addition matricielle est commutative : lorsque I'addition est possible,
on a toujours . M+ N=N+M

Ici, on ne peut pas sommer M et P, ou N et P (pas les mémes tailles)

Par ailleurs, pour toute matrice A de taille n x p, A+ 0O, , = A. On dit que O, , est

I'élément neutre pour 'addition dans .4, ,(R)

Produit d’une matrice par un réel
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On peut multiplier n'importe quelle matrice A par un réel k. La matrice kA est la

matrice de méme taille que A, obtenue en multipliant chaque coefficient de A par k.

1 01 -5 0 -5
Exemple: siM=|0 1 0|,-6M=|0 -5 O
0 0 2 0 0 -10

Produit de deux matrices

C’est plus compliqué que la somme... Il ne s’agit pas d’'un simple produit terme a
terme. Si A est une matrice de taille n x p et si B est une matrice de taille p x g, on

définit la matrice A x B (notée aussi AB) ainsi : C = A x B est la matrice de taille n x q

p
telle que, pour tous entiers i et j vérifiant 1<i<netl<j<q: ¢;;= Z a; by j
k=1
Autrement dit : Cij= ai,lbl,j +ai,2b2,j +... +ai,pbp,j

Pour obtenir le coefficient ¢; ;, on prend la i-eme ligne de A et la j-iéme colonne de B. On
effectue alors, pour tout entier £ entre 1 et p, le produit du k-iéeme terme de cette i-eme
ligne de A avec le k-iéme terme de cette j-éme ligne de B, et on somme ces p produits.

Un exemple nous permettra d’y voir plus clair :

3 4

1

Exemple: siA=|1 0] (detaille3x2)etB= (1
2 2

7
5) (de taille 2 x 4),

C = A x B est une matrice de taille 3 x 4,

3x1+4x1 3x8+4x(—1) 3x+4x 3x7+4x%x5 7 20 0 41
etC=|1x140x1 1x84+0x(-1) 1x +0x I1x7+0x5]=]1 8 0 7
I2x1+2x1 2x8+2x(—1) 2x +2x I2xT+2%x5 4 14 0 24

Disposition plus simple pour le calcul, et détail du calcul de cg 4
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Attention : le produit matriciel A x B n’est possible que lorsque le nombre de colonnes de
A est égal aux lignes de B.
Cela implique notamment que le produit matriciel n’est pas commutatif : on n’a pas en

général A x B =B x A (puisqu’en général, 'un peut étre défini sans que l'autre ne le soit).

Dans le cas ou1 A et B sont deux matrices carrées de méme taille, les produits A x B et
B x A sont bien définis, mais pas nécessairement égaux. Lorsque A x B=B x A, on dit

que les matrices A et B commutent.

4 1 8
et B= :
0 (1 —1)

3 4|1 8| (3x1+4x1 3x8+4x(-1)) (7 20
1 oJ{1 —=1) lix1+0x1 1x8+0x(-1)) |1 8

BxA 1 81\(3 4 I1x3+8x1 1x4+8x0 11 4
X = = —
1 -1J\1 0 1x3+(-1)x1 1x4+(-1)x0 2 4

3
Exemple : si A = (1

AxB=

On remarque : AxB#Bx A
Pour toute matrice carrée A de taille n,ona AxI,=1,xA=A
On dit que I, est I’élément neutre pour la multiplication dans .4, (R).

Par ailleurs, pour toute matrice A de taillen xp, Ax0p,;=0,4€t 0, ,A=0,p

Cas particulier du produit d’'une matrice carrée par une matrice colonne

3 4 1 -3 3 4 1}(-3 3x(-3)+4x5+1x0
SiA=]1 0 2|etX=|5],AX=]1 0 2|5 |=] 1x(-3)+0x5+2x0
-1 -2 6 0 -1 -2 6/J10 -1x(-3)-2x5+6x0
11
Donc AX =|-3
-7

Quelques propriétés calculatoires

Pour tous réels a et b, pour toutes matrices M et N de méme taille :
(a@+b)M=aM+bM a(bM)=(ab)M =abM a(M+N)=aM +aN

Pour toutes matrices A, B et C tels que les produits matriciels soient possibles :
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e Ax(BxC)=(AxB)xC (qu'on peut donc écrire sans ambiguité A x B x C ou ABC)
C’est ce qu’on appelle I'associativité du produit matriciel.
e Ax(B+C)=AxB+AxCet(A+B)xC=AxC+BxC

C’est ce qu’on appelle la distributivité du produit sur I’addition.
Lintégrité tombe a I’eau

Notez qu'un produit de deux matrices peut étre nul sans qu’aucune des deux matrices

ne soit nulle. Voyez plutot :

. 10 00 1x0+0x0 1x0+0x1 00
siA= et B= :AxB= = =09
00 01 0x0+0x0 0x0+0x1 00

Et pourtant, ni A ni B n’est nulle...

La jolie propriété « un produit de facteurs est nul si et seulement si 'un au moins des fac-
teurs est nul » que vous avez sur R (et aussi sur C si vous avez vu les nombres complexes),
qui vous accompagne depuis le college, et qui fait de R ce que 1'on appelle - frimons un

peu - un anneau integre, tombe a I’eau pour les matrices...

Par contre, il est tout a fait exact d’affirmer que le produit AM entre un réel A et

une matrice M de taille n x p est nul si et seulementsiA=0ouM =0,
Puissances d’une matrice carrée

Soit n € N*. Soit A une matrice carrée de taille n.
Soit £ € N*. La puissance k-iéme de A est A=A xAx..xA(uA apparait % fois).
Et, par convention : A°=T1,. (de méme que pour tout réel a, a’=1)
Nous avons donc: VEeN, A**1=AxA* =A% xA.

Remarquez en particulier que pour tout 2 e N, I ﬁ =1,
Inversibilité et inverse d’une matrice carrée

Soit n € N*, et soit M une matrice carrée de taille n.
M est dite inversible lorsqu’il existe une matrice N carrée de taille n telle que :
MxN=NxM-=1,,.

N est alors appelée I'inverse de M, et on note N = M !
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(En fait, 'une des deux égalités M x N =1, ou N x M =I,, suffit et implique U'autre)

. 3 -1 0 1
Exemple : si A = et B= :
—_— 1 0 -1 3

3 -1)(0 1)_[8x0-1x(-1) 8x1-1x3) _(1 0} _.
1 o/l-1 3/ l1x0+0x(-1) 1x1+0x3] lo 1) 2

A est donc inversible et A1 =B (de méme, B est inversible et B~! = A)

AxB=

Les matrices carrées de taille n ne sont pas toutes inversibles.
Lorsqu’une matrice carrée A est inversible, son inverse A™! est unique.

Lorsqu’une matrice carrée A est inversible d’inverse A_l, pour tout k£ € N, A7F est
la matrice définie ainsi : A% = (A1)

Lorsque A est inversible, pour tout % € N, A* 'est aussi, et (Ak )_1 = (A_l)k =A"k
Transposée d’'une matrice

Si A est une matrice de taille n x p, la transposée de A, que I'on note AT (ou tA), est
la matrice de taille p x n telle que : Vi € [1;p],Vj € [1;n], [AT]i’j =[Al;i=aj,;.
Autrement dit, le coefficient situé a la i-éme ligne et j-ieme colonne de la matrice A7 est

égal au coefficient situé a la j-eme ligne et i-iéme colonne de la matrice A.

5 3 1 2 -1 1 20 1 -1 5
Exemple:siMz( 1o 4),MT: 3 0| EtsiA=|-1 38 4|,AT=[2 3 o
1 4 5 0 7 0 4 7

Remarquez que dans le cas de la matrice A carrée, AT gobtient a partir de A en

effectuant, sur ses coefficients, une sorte de symétrie axiale d’axe la diagonale de A.
Une matrice carrée A est dite symétrique lorsqu’elle est égale a sa transposée, au-

trement dit lorsque AT = A.

Une matrice carrée A est dite antisymétrique lorsque AT = -A
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Exercice 17

Je vous suis a la trace et vos pas me lessivent.

Mais vous ne fuirez pas, puissances successives !

Enoncé : (temps conseillé : 1h) (%) d’apres X-ESPCI 2008 PC

On appelle trace d'une matrice carrée A la somme de ses coefficients diagonaux

(diagonale qui va d’en haut a gauche jusqu’en bas a droite) et on la note Tr(A).
n

Autrement dit : Vn e N*, VA € 4,(R), Tr(A)=)_ a;;

i=1
0 0 -1

On considere la matrice M =[{0 1 1 |, et on note I la matrice identité de .#3(R).
11 -1

1) Calculer M3 et I'exprimer comme combinaison linéaire de M et I.
2) Pour tout n € N, exprimer M"*2 en fonction de M et M™.

3) Pour tout entier naturel n, on pose u, = Tr(M") et v,, = cos(nu,)

On admet que pour tout entier naturel n, u, est un entier.
a) Pour 0 <n <10, calculer u, et v,

b) Montrer que la suite (v,) est périodique, et en déterminer une période.
n
¢) Montrer que la suite (w,) définie par w,, = Z vy, n'est pas bornée.
k=0

Remarques sur I'énoncé :

La question 1) demande d’exprimer M? comme combinaison linéaire de I et M,

C’est-a-dire d’arriver & une écriture M3 = aM + I, avec a et f deux réels.
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Correction de P’exercice 17 :

o -1\(o 0 -1 -1 -1 1
DM?=lo 1 1|lo1 1]=l1 2 o
11 -1fl1 1 -1 -1 0 1

Pour le détail du calcul :
0x0+0x0+(-1)x1 O0x0+0x1+(-1)x1 Ox(-1)+0x1+(-1)x(-1)

M?=| Ox0+1x0+1x1 O0x0+1x1+1x1 O0x(=1)+1x1+1x(=1)
I1x0+1x04(=1)x1 Ix0+1x14+(=1)x1 1x(=D+1x1+(=1)x(=1)

Vous n’étes évidemment pas tenus de faire figurer un tel calcul sur vos copies. Je le

fais (cette fois) juste pour que vous puissiez vérifier votre calcul matriciel. De rien.

-1 -1 1 0 0 -1 1 0 -1
Puis: M>=M*xM=[1 2 o|x|o 1 1]|=|0 2 1
-1 0 1 11 -1 11 0
0 0 -1 1 00
On remarque que M 5=1o 1 1|[+[0 1 o Autrement dit:
11 -1 0 01

2) Nous savons : M2 = M+I. Donc, pour tout entier naturel n : M3xM"=(M+I)xM".
D’ou (par distributivité) : VneN, M3 =M xM"+1 x M".

Enfin :|VneN, M*3 = M1+ M™

3)a) Qu’est-ce que c’est que ce délire? Vingt-deux calculs ?? C’est I’énoncé d’origine
qui le demande, promis... Mais ce ne sera peut-étre pas aussi fastidieux que ca en a l'air.
Exploitons déja ’égalité obtenue précédemment.

Pour tout entier naturel n, w43 = Tr(M"*3) = Tr(M"*! + M™)

Au vu de la définition de la trace, il semble relativement intuitif que la trace d’une
somme de deux matrices est égale a la somme de leurs traces. Mais n’ayant pas eu cette

information, il nous faut la démontrer si nous voulons nous en seruvir.

Pour tout p € N*, pour toutes matrices A et B de .4,(R), notons C = A + B. Nous avons

p p p p
alors:Vi,je[l;pl, Cij= ai,j+bi,j. Puis : Tr(C) = Z Cij= Z a;i+b;;= Z ai,i+z b;;
=1 =1 =1 =1
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Donc : Tr(C) =Tr(A) + Tr(B). Autrement dit : Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B).

J'ai utilisé la lettre p pour la taille des matrices carrées A et B, et surtout pas n, qui
désigne déja les exposants des puissances de M mises en jeu précédemment. Jaurais
méme pu me contenter de rester sur /3(R) plutot qu'un M,(R) plus général, mais c’etit
été dommage de me priver de la portée générale du résutalt.

Lan prochain, vous verrez et pourrez utiliser a votre guise la linéarité de la trace :
VA,Be ,R),Va,BeR, Tr(aA + B) = aTr(A)+ pTr(B)

Revenons aux matrices spécifiques & notre exercice.

Nous savons donc : Vn €N, w3 =Tr(M"*1) + Tr(M™).
Dou:VneN, upi3=upi1+uy,

Voila qui va pas mal nous faciliter le calcul des termes de ug a uqy...

wo=Tr(M®) =Tr(1)=1+1+1=3 u;=Tr(MY)=Tr(M)=0+1-1=0
us =Tr(M?)=-1+2+1=2 us=ui+up=0+3=3
Ug=ug+u1=2+0=2

De plus : VrneN, v, = cos(ruy,)
Rappelons que pour tout entier naturel %, cos(kr) =1 si k& est pair, et 0 si k£ est impair.
Autrement dit : cos(kn) = (-1)%.
Deés lors, vg, v1,..., V19 s’obtiennent simplement a partir de ug, u1,..., u19. Voici, sous

forme de tableau, les valeurs demandées :

n 01|23 |4|5|6|7|8]9 |10
up | 31012132565 |565|7/|10|12 |17
v, |-1/1|1-11|-1}-1}-1|1 | 1]-1

3)b) Au vu des valeurs obtenues en 3)a), (v,,) semble périodique de période 7 (on voit :

U7 = Vg, Vg = V1, U9 = Vg, U190 = U3)

Pour linstant, cette périodicité n’est qu’une conjecture, & démontrer proprement.
En revanche, il est déja certain que pour tout entier T tel que 1 <T <6, (v,) ne peut étre
périodique de période T.

En effet, (v,) est périodique de période T si et seulement si : Vn €N, v,y =0y
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Et vi # vg (ce qui écarte une période 1, qui correspondrait d’ailleurs & une suite constante),

Vg # Vg (ce qui écarte une période 2), vs # Vs, U4 # Vg, Ug # U1, U7 Z U1

Montrons que (v,) est périodique de période 7. Pour tout n € N, v,,+7 = cos(mTu ,+7)
Or:uni7=Un+4+3 =Un+a+1+Un+a = Un+5+Unta

D’une part : u,+5 =t,+3+upnio et dautre part, u, 4 =upio+Unit
Donc:upi7=tUupig+unio+unig+Unil =Uns3+2Upi2+Unii

Allez, un dernier coup de transformation...

Etupis=upi1+up. Dol upyr=upi1+up+2upig+upit

Autrement dit : VR eN, w7 =2(Upio+Upi1) tUn

Unio et u,41 étant des entiers (admis par I’énoncé™), u,.9 + u,+1 aussi.
Donc 2(u ;49 + u,+1) est un entier pair.
Il s’ensuit que u, 7 est un entier de méme parité que u,.

D’ou : cos(muy,.7) = cos(mu ). Autrement dit : v, .7 = v, (et ce, pour tout entier naturel n)

En conclusion, la suite (v,) est périodique de période 7.

*Pourquoi I’énoncé nous le fait-il explicitement admettre ¢ N’était-ce pas évident en soi, au
vu de la relation de récurrence vérifiée par la suite (u,), et au vu de ses premiers termes ?
C’est assez trivial en effet : comme les trois premiers termes de (u,) sont entiers et que la
relation de récurrence vérifiée par cette suite nous assure du fait que, pour tout n € N, si
Uy, et Un,.1 sont entiers, alors u,.3 aussi, nous avons la certitude que tous les termes de
cette suite sont entiers. La justification rigoureuse qui se cache derriére, c’est une récur-

rence. Immédiate, certes, mais tout de méme une récurrence d’ordre 3, nouveauté pour vous.

3)c) Voyons déja ce que donne la somme des termes de (v,) sur une période...
6

Wwe = Z Vp=vg+V1+..+tvg=-1
k=0
Ah, et donc si 'on sommait sur plusieurs périodes... La somme sur la période suivante

serait vy +vg+...+V13=— ar périodicité), celle d’aprés : vi4+v15+... +v9g=—1...
tvy+uvg+..+ 1 (par périodicité), celle d’ap +v15+...+ 1

(vy,) étant périodique de période 7, nous savons : VN € N,vg7; + U147 +... + Vg7 = —1
6
Autrement dit : Vi e N, Z vricp =-—1

k=0
En sommant sur plusieurs périodes sucessives, nous obtenons :
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6 6 6 6
YN EN, ) v7x0+k + D Vixisk + O U7x24k + oot D U7uN+k = —1+ (1) + (=D +...+(-1)

k=0 k=0 k=0 k=0
(—1) étant répété autant de fois qu’il y a d’entiers naturels entre 0 et N compris, c’est-a-
dire N + 1. Cette somme s’écrit, de manieére explicite :

(vo+vi+...+vg)+(w7r+vg+...+v13)+ (W14 + V15 +... + Vo) +... + (V7N + V7N 1 + ... + UTN 16)

TN +6
C’est en fait : Z vg, cest-a-dire wqn 1¢.
k=0
Nous avons donc établi : VN €N, wrny6=—(IN+1) C’est difficilement minoré, ca...

Par I'absurde : si (w,) était bornée, elle serait en particulier minorée. Il existerait donc
une constante réelle m telle que : Vn e N, m <w,. En particulier : VN e N, m < w7y 6.
Cest-a-dire : VN eN, m < —(N +1).

Or: lim —-(N+1)=-oc0.Donc, par théoreme de comparaison : lim m =—oco

N—+oo N—+oo

C’est absurde car m est une constante.

Nous pouvons donc en déduire que (w,) n’est pas bornée. ‘

Les deux étoiles (difficulté moyenne) que jai attribuées a cet exercice ne tiennent pas
compte de la derniére question, particulierement difficile. J°ai hésité a mettre cette der-
niere question, que le Terminale moyen devrait trouver assez inaccessible en termes de
raisonnement (méme s’il peut avoir lidée générale de sommer les valeurs de (v,) sur

différentes périodes).

Pourquoi l'ai-je tout de méme gardée ? Parce qu’elle introduit un principe intéressant : le
principe de sommation par paquets. Principe que j'utilise sans le dire, méme si je mets
bien, bout a bout, et de maniére explicite, des paquets de termes consécutifs de (v,)

De maniere plus formelle, jaurais pu écrire :

6 N 6 N
VieN, Z v7i+r =—1. Puis : VN €N, Z Z U7i+k = Z -1=—-(N+1)
k=0 1=0 k=0 1=0
N 6 TN +6
Et (c’est la que la sommation par paquets intervient) : Z Z Uik = Z Up,
i=0 k=0 k=0

Pardon d’avoir voulu vous épargner la frayeur de voir apparaitre des sommes doubles...
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Exercice 18

Les muscles bien gainés sous son affreux survét’,

entre trois points donnés, ce pion fait la navette.

Enoncé : (temps conseillé : 1 heure) (*%) d’apres CCINP 2019 PC

On considere trois points distincts du plan nommés A, B et C. Nous allons étudier
le déplacement aléatoire d’'un pion se déplacant sur ces trois points. A I’étape n =0, on

suppose que le pion se trouve sur le point A. Ensuite, le mouvement aléatoire du pion

respecte les deux regles suivantes :

1. le mouvement du pion de I’étape n a I'étape n + 1 ne dépend que de la position du
pion a I’étape n ; plus précisément, il ne dépend pas des positions occupées aux
autres étapes précédentes.

2. pour passer de ’étape n a I’étape n + 1, on suppose que le pion a une chance sur
deux de rester sur place, sinon il se déplace de maniere équiprobable vers I'un des

deux autres points.

Pour tout n € N, on note A, I’événement "le pion se trouve en A a I'étape n", B,, I'éve-
nement "le pion se trouve en B a I'étape n" et C,, ’événement "le pion se trouve en C a

Pétape n". On note également :

Pn
VneN, p,=P(Ay), qn=P(B,), rn=P(Cp), Vp.=|qnl|,
rn
2 11
et on consideére la matrice : M :i 1 2 1|es5R).
1 1 2

Dans l'exercice, on pourra utiliser sans le démontrer le résultat suivant :

4"+2 4"-1 4"-1
4" -1 4"+2 4" -1|.
4" -1 4"-1 4"+2

VYneN, M" =
3 x 4"

On rappelle que si E et F sont deux évenements avec P(F') > 0, on définit 1a probabilité
conditionnelle de E sachant F (notée Pr(E)) par :

PENF)

FriB)= P(F)
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1) Calculer les nombres p,, q, et r, pourn=0et n =1.
2) Démontrer que pour tout n €N, on a la relation V,,,.1 = MV,,.
3) En déduire que V,, = M"V,, puis une expression de p,, q, et r, pour tout n € N.

4) Déterminer les limites respectives des suites (p)nen, (@n)nen €t (75 )nen. Interpré-

ter le résultat.
Pour n € N*, on note a, le nombre moyen de passages du pion en A entre I'étape 1 et
Iétape n et on définit la variable aléatoire :

1si A, estréalisé
n= e L 4.
0 si A, est réalisé

5) Interpréter la variable aléatoire X1 +---+ X, et le nombre E(X{ +---+ X,).

6) Déterminer, pour tout n € N*, expression de a,, en fonction de n.

Remarques sur I’énoncé :

J’ai assez peu remanié I'énoncé originel. Un bon petit morceau de sujet faisable juste
avec les connaissances de Terminale, quelle aubaine pour moi qui arrive a I'exercice 18

et commence a fatiguer... Tiens, je me suis méme permis de supprimer une question

intermédiaire a un moment donné, en me disant que ¢a vous rendait la tache trop simple!
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Correction de I’exercice 18 :

1) On sait que le pion se trouve sur le point A a I’étape 0.
Donc :| po=P(A¢) =1, go = P(Bo) =0, et ro = P(Co) =0

Etant données les regles de déplacement du pion, il a une chance sur deux de rester sur

le point A a I’étape 2, et une chance sur deux de rejoindre, de maniere équiprobable, le

1 1 1
point B ou le point C. D’'ou : | p1 =P(Aq1) = > q1=PBq)= e etri=P(Cq)= 1

2) On cherche a exprimer V, .1 en fonction de V,,. Autrement dit, a exprimer pp+1, Qn+1

et r,.1 en fonction de p,, q, et ry,.

Soit n € N. Les événements A,,, B, et C, forment un systéme complet d’événements.

En effet, a l’étape n, le pion se situe sur un et un seul des points A, B, ou C.

D’apres la formule des probabilités totales :

Pn+1=P(Api1) = P(An ﬁAn+1) +P(Bn mAn+1) +P(Czn r"An+1)
=P(A,)x P4, (An+1) +P(By) x Pp, (An+1) + P(Cy) x Pc, (An+1)
:pn><1+qn><1+r‘n><1

En effet, P4, (An+1) est la probabilité que le pion reste sur A & létape n + 1 sachant qu’il

y était déja a Uétape n : cette probabilité vaut 2 d’aprés lénoncé. Et, toujours d’apres

1
lénoncé, Pp, (An+1) =Pc, (An+1) = 1
1 1
Donc: ppi1= Epn + an + Zrn,
R 1 1 1 1 1 1
De méme : gp41 = an + EQn + Zrn, et rpy1 = an + ZQn + §rn

Oui, je peux me permettre un petit « de méme » sans avoir l'impression d’exagérer. Ce
1

serait la méme formule des probabilités totales, les mémes calculs, a ceci prés que le 2

change de place

1 1 1 1 1 1

Pn+l = Epn+zqn+zrn Epn+1qn+zrn
1 1 1 1 1 1

Nous avonsdonc:VneN, { g,i1 = an+§qn+zrn DoncV, .1 = an+§qn+zrn
1 1 1 1 1 1

T'n+l = an"'Z(In"'grn an"‘ZQn"'érn
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1 1

épn*'ZCIn"‘irn
2 1 1)||[pa 2pnt+qut+ry,
D’autrepart:MVn:l 1 2 1{|qn :lx DPn+2qn+rn|= lpn+1qn+l,«n
4 4 4 2 4
1 1 2]\r, Pntqn+2r,
1 1 1
an"‘ZQn"'Ern

Nous avons bien établi : ‘ VneN, V,,1 =MV, ‘

3) Pour passer d’un terme au suivant de la suite (V,), on multiplie chaque fois a
gauche par M... (V) est donc en quelque sorte géométrique de « raison » M. On peut
comprendre assez vite d’ou vient le M" (simplement, M x M x M ...), mais il faut le prouver

rigoureusement. Une simple récurrence!

Soit, pour tout n €N, la propriété P,, : «V,, = M"Vy »

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, P, est vraie.
Initialisation : M OVO =1I3Vy =V, donc Py est vraie.

Hérédité : Supposons que pour un certain n € N, P,, soit vraie, et montrons que P, .1
aussi est vraie.

Supposons donc que V,, = MV,

Nous savons : V,,,1 =MV, donc V,,,1 =M x M"Vy = M”+1Vo P,, ;1 est donc vraie.

Encore une fois, pas Uhérédité la plus dure...

Conclusion : Le principe de raisonnement par récurrence nous permet de conclure que

pour tout entier naturel n, P, est vraie. Autrement dit: | VrneN, V,, = M"V,

Pn 4"+2 4"-1 4"-1\|[1 4" +2
Dou:VneN, |q,|= 4"-1 4"+2 4"-1(|0]|= 4" -1
3 x4" 3 x 4n
n 4" -1 4"-1 4"+2]/\0 4" -1
Enfin - |V eN 4" +2 _4"-1 ¢ _4"-1
nfin :|Vn ,pn—3x4n,Qn—3x4ne rn—3x4n
4" 2 1 2
4) Pour tout entier naturel n, p, = —— + =

_+—
3x4" 3x4" 3 3Ix4"

106 @ www.ayoub-et-les-maths.com


https://www.ayoub-et-les-maths.com

On a tendance a loublier, mais casser une somme au numérateur permet parfois de

lever des indéterminations en pacotille....

Or, 4 > 1, donc : liIP 4" = +o00. Puis, par produit, quotient et somme de limites :
n—+oo

. 1 R 1 1 ). . 1 . 1
nlirpr”_g .Deméme:VneN, qn—rn—§—3x4n. ou: nLHPooq”_g et nliglwr”_g

A long terme, les probabilités pour le pion de se situer en A, B ou C deviennent sensible-

ment les mémes.

5) X1 +---+ X, renvoie le nombre de passages du pion sur le point A entre I'étape 1
et 'étape n (puisque, dans cette somme, chaque X, contribue a hauteur de 1 ou 0, selon
que Ay, est réalisé ou pas, c-a-d selon que le pion passe ou pas sur A a l’étape k).

Des lors, E(X1 +---+ X,,) est le nombre moyen du passage du pion sur le point A entre
I’étape 1 et I'étape n. Autrement dit : E(X1+---+X,)=a,

6) Pour tout neN*, a, =EX1+---+X,)=EX)+---+EX,) = i E(X}) par linéa-

k=1

rité de I'espérance. Dés lors, il suffit de calculer E(X}) pour tout & € [[_1 ;i
2

3 x 4k

Pour tout % € [1 ;n], X} suit une loi de Bernoulli de parametre P(A;) = p, = 3 +

Rappelons que l'espérance d’une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli est égale

a son parametre... Autrement dit : si X ~ B(p), alors E(X)=p

Donc:Vke[l;n], EXp)=—=+

1S = - = — = _
S = n =13 3x4k [ 3 3x4k 3 /o 3x4k

, L | 1 n ) 1
D’une part : Z —=nx 3-3 (on somme n fois la constante g)

=13
, y 2 2,y L 2, 52
Dautrepart.g _3Xk2‘14k_3xz(4)

Un petit rappel sur les manipulations de sommes ? Par ici les poissons rouges!
n 1 k

Et Z (Z] est la somme des n premiers termes d’'une suite géométrique de raison
k=1
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1 s a1 - :
) :i.Donczzl(l) :lx—:ix(l—(i))xg
22

Il est bon de connaitre en « francais » la formule donnant la somme de termes consécutifs

1

1 1etq ier t (l
4 e epremler erme 4
1 Mo 2 &
——x(l—(z) ).PLHS.gX ]

k

d’une suite géométrique, pour éviter de mettre par exemple, du n + 1 mécaniquement en
exposant, sans comprendre d’ot il vient...

En «francais » , la somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison q # 1
1— qnb de termes

1-q
Il y a bien n termes entre 1 et n compris. Le n+ 1 que vous voyez souvent en exposant vient

est égale a : 1°” terme de la somme x

du fait que les sommes que vous considériez allaient souvent de 0 a n.

Enfin : Vnel\l*,an:—+§x(1_i)

La question enlevée du sujet originel (cf remarques sur l’énoncé) précédait cettte der-
niére demandant Uexpression de a,. Elle demandait d’exprimer E(X,,) pour tout n € N,
Mais c’eiit été trop vous prendre par la main ; jestime qu’a ce stade du document et de
votre poussée de croissance estivale, vous étes assez grand pour abandonner les vélos a

quatre roues...
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Exercice 19

Rédacteur malicieux, je devine et prétends

que nombre d’entre vous perdront ici leur temps.

Enoncé: (temps conseillé : 45 min) (*¥%) d’aprées CCINP 2014 PC Maths 1

Pour @ € R[X], on dit que @ est stable si toutes ses racines complexes ont une partie

réelle strictement négative.
1) Soit Q(X) = X3 -3X%+4X — 2. @ est-il stable?

Soient a et b deux réels. On note P(X)=X2+aX +b et A =a®—4b.
On veut montrer que P est stable si et seulement sia>0et >0
On note z1 et zg deux nombres complexes tels que : P(X) = (X -z (X —z9).
2) Montrer que a = —(z1 +22) et b =z129.
3) On suppose dans cette question que A > 0.
a) Vérifier que si P est stable, alors a >0 et b > 0.
b) Montrer réciproquement que si a >0 et b > 0, alors P est stable.
4) On suppose dans cette question que A < 0. Montrer que P est stable si et seulement

sia>0etb>0.
Remarques sur ’énoncé :

Rappelons que R[X] est I'ensemble des polynomes a coefficients réels et d’indétermi-
née X.

Vous emploierez souvent I'adjectif « stable » 'an prochain, mais dans un tout autre
sens : celui utilisé notamment dans la correction de I’exercice 11. Si f : E — F est une

application et si I c E, alors I est stable par f si et seulement si VxeI,f(x)el

Les coefficients du polynéme P ont des noms relativement inhabituels en termes de
placement, ce qui donne une formule de discriminant peut-étre déroutante... Il va falloir
vous adapter a la situation, et ne pas vous attacher a la lettre au détriment de ce qu’elle

représente.
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Correction de ’exercice 19 :

1) Quand on cherche les racines d’'un polynéme de degré 3 (ou quand on cherche a le
factoriser), il est souvent judicieux de se demander s’il n’aurait pas une racine évidente,
pour faciliter la factorisation.

Q(1)=1-3+4—-2=0, donc 1 est racine de @

Et la, si je voulais vraiment m’embéter a trouver les autres racines de @, voici ce que je
ferais :

Il existe donc a,b et ¢ réels tels que : Q(X) = (aX?+bX +c)(X — 1)

Q est de degré 3, d’oii le degré 2 de aX?+bX +c(a#0, et méme,a=1en regardant les
coefficients dominants)

Autrement dit, il existe a,b et c réels tels que :

X2-8X2+4X -2=aX?-aX?+bX?-bX + cX —c, cest-a-dire :
X?-3X2+4X-2=aX?+(b-a)X?+(c-b)X -c

Or, deux polyndémes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont deux & deux égaux.

a =1
b 3 =1
—-Qa = —
D’ou : Cest-a-dire:{ b = -2
c—-b =4
c = 2
—c = -2

Donc : Q(X) = (X% —2X +2)(X — 1). Restent a déterminer les racines de X? —2X +2. Le

discriminant de ce polynéme du second degré est A = (-2)2-4x2=-4<0. Ce polynome
2-ivV4 L
_— = -1

et zg = 1+1. Ces racines font partie de ’ensemble des racines de @ - dont ’ensemble des

(a coefficients réels) admet donc deux racines complexes conjuguées z1 =

racines est en fait {1; 1-i:1+ i}. Or, 1—i et 1+1i ont pour partie réelle 1, qui est positif
(donc pas strictement négatif). @ n’est donc pas stable. Ouf!

Trop long pour rien. Si vous avez fait tout ¢ca, vous méritez la punition de ne pas avoir
considéré que 1 (oui oui, la toute-premiere racine trouvée) est bien un nombre complexe,
de partie réelle 1 positive..

Je me suis embété a le faire tout de méme car l'occasion était trop belle de vous rappeler la

procédure habituelle pour déterminer les racines complexes d’un polynéme de degré 3.

1 est une racine complexe de @, et Re(1)=1=0. ‘ @ n’est donc pas stable.

2) D’une part, P(X)=(X —z1)(X —29) = X?- (z1+22)X + 2129 et d’autre part,
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P(X)=X?+aX +b. Par identification des coefficients, |a = —(z1 +29) et b =z129

Relations coefficients-racines bonjour!

3)a) P est un polynome du second degré a coefficients réels de discriminant A = a®—4b
strictement positif. Ses racines complexes z; et z9 sont donc deux réels distincts. Donc
Re(z1) = z1 et Re(z9) = z9.

Un lien a été fait avec a et b dans la question précédente...

Si P est stable, Re(z1) = 21 <0 et Re(z9) = z9 < 0. D’apres 2), d’'une part, b =z129 > 0. Et

d’autre part, z1 + 29 <0, puis a = —(z1 +22) >0

Nous avons bien établi, dans le cas A> 0 : ‘ si P est stable, alors a >0 et b > 0. ‘

3)b) Réciproquement (toujours dans le cas A > 0, donc dans le cas z; et z9 réels), si
a>0etb>0:
z122 > 0 donc z; et z9 sont de méme signe (et non nuls). Puis, comme —(z1 +z2) > 0,

21+29<0, et donc z1 et z9 sont tous deux strictement négatifs.

Il était en effet plus judicieux de commencer par tirer une information de zi1z9 > 0,
plutét que de considérer immédiatement —(z1 + z2) > 0, qui ne donne aucune information

sur les signes de z1 et zs.

Puis : Re(z1) =21 <0 et Re(z9) =29 <0

Toutes les racines complexes (z1 et z9) de P ont donc une partie réelle strictement néga-

tive. Autrement dit : ‘ sia>0etb>0,alors P est stable.

« Les racines complexes ? Tu viens pourtant de dire qu’elles étaient réelles! » , pourrait me

lancer quelqu’un qui a mal digéré la 1)... R est inclus dans C, 'ami.

—a—iv-A
4) A <0, donc P admet deux racines complexes conjuguées z1 = — s et

—a+iv-A

29=21+=
Mais ca, c’est valable uniquement lorsque A est strictement négatif, non ? Non, ¢a reste

. a 7’ 7 \
valable pour A nul. Dans ce cas, P admet une racine double z = ) (réelle, donc égale a

son conjugué). Il est donc légitime ici de traiter les cas A <0 et A =0 ensemble.
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a
Re(z1) = Re(z9) = ~g

a
P est donc stable si et seulement si ~3 <0, c’est-a-dire si et seulement sia >0

Oulala, notre conclusion est manquée non ? Et « b > 0 » dans tout ca? Pas de panique

n’oublions pas dans quel cas nous sommes...

Or, dans notre cas A <0, a’?-4b< 0, c’est-a-dire : 4b = a?
Reprenons donc nos équivalences :

P eststable < a> 0

a >0 : . . :
— { équivalence vraie car on a toujours 4b = a? dans cette question

4b =a?

a >0
—

b >0

Pour la derniere équivalence : le sens < est immeédiat car, une fois encore, ’hypo-
thése 4b = a? est valable dans toute la question (je peux donc Uajouter quand je veux).

2

Quant au sens = :si4b =a” avec a >0, a?>0 car a® >0 en tant que carré de réel, et

a2¢0cara;é0.D’oﬁ4b>0etd0ncb>0

Si vous voulez jouer la prudence (de peur d’écrire une équivalence fausse @ un moment
donné), vous pouvez aussi procéder par double implication. Ici, c’était l’occasion pour moi
d’aller un peu plus vite en raisonnant directement par équivalence, et en vous montrant

par étape comment justifier les < moins évidents.

Nous avons établi, dans le cas ou A est négatif ou nul, 'équivalence suivante :

| P est stable si et seulement sia >0 et b > 0. |

En réalité, comme en 3a) et 3b), nous avions aussi établi cette équivalence dans le cas

A >0, cette équivalence est en fait vraie quel que soit le signe de A.
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Exercice 20

Produits, transpositions, réseaux d’équivalences

se donnent pour mission d’épicer vos vacances.

Enoncé: (temps conseillé : 45 min) (¥¥%¥) d’aprées X-ENS-ESPCI 2011 PC

Pour toute matrice M, on notera M’ la matrice transposée de M.
Pour tout n € N*, on note S,, 'ensemble des matrices symétriques de .4, (R). On note
S} TYensemble suivant : S} = {M €S, VX € 4, 1(R), XTMX =0}
a b
et B=
b d

1
Soient a, b et d trois réels. On note : A = 2
1

S = M
=)

1) Montrer que A € S ;

2) Montrer que : B€ S; si et seulement si (@ =0, d =0 et ad — b2=0)

Dans le cas ot a # 0, on pourra procéder a une factorisation par a
Remarques sur ’énoncé :

Remarquons que pour toute matrice M de .#,(R) et pour toute matrice colonne X
de ./, 1(R), le produit matriciel MX appartient a .4, 1(R). Et comme XxTe M1 (R), le
produit matriciel X TMX) - c’est-a-dire, par associativité, X TMX - appartient a /1 1(R).
C’est donc une matrice carrée de taille 1, que I'on pourra simplement assimiler a un réel.

C’est ce qui donne du sens 4 « X7 MX > 0 » dans la définition de S .

Par définition, une matrice M de .#,(R) appartient a S, si et seulement si elle est

symétrique et pour tout X € .4, 1(R), le réel X TMX est positif ou nul.
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Correction de ’exercice 20 :

1) A est une matrice carrée de taille 3, et AT = A, donc A est symétrique.

Immédiat, mais a dire quand méme. Le caractére symétrique est le prérequis de base ici.

Donc :

Montrons maintenant que pour tout X appartenant a .#3 1(R), X TAX =o0.

X 11 X x+y
Soit X =|y|eds1(R). AX =1 2 yl=lx+2y+z
z 01 z y+z

0
1
1
x+y
Donc XTAX = (x y z) x x+2y+z)
y+z
=x(x+y)+y(x+2y+2z)+z(y+2z)= x2+xy+xy+2y2 +yz +yz+22 = x2+2y2+22 +2xy+2yz
Oh, des identités remarquables cachées...
Dou: XTAX :x2+29cy+y2+y2+2yz+z2 :(x+y)2+(y+z)2 =0
C’est une somme de carrés de réels. Attention au jour ou vous devrez manipuler des
matrices a coefficients complexes...
Nous avons bien montré : | VX € /3 1(R), X TAx=0

En conclusion, A € S3

2) Factoriser par a, factoriser par a... On verra en temps voulu.

B est une matrice carrée de taille 2, et BT = B,doncBeS 5’

X
Pour tout X appartenant a .45 1(R), en posant X = ( ) :
Yy

a b)|[x ax+by T ax+by
BX = = done X"BX =(x y)x = x(ax +by)+ y(bx +dy)
b df\y bx+dy bx+dy

= ax?+2bxy +dy>
Il nous faut établir 'équivalence suivante :
(VX € M 1(R), XTBX =0) > (@20, d=0 et ad—b2=0)
Ce qui revient a établir ’équivalence :
(V(x,y) eR?, ax®+2bxy+dy*=0) < (@20, d=0 et ad—b>=0)

Raisonner directement par équivalence semble assez compliqué ici...
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Procédons par double implication.

« = » Supposons que pour tous réels x et y, ax®+ 2bxy+d y2 =0
Peut-étre est-il temps de distinguer les cas a =0 et a # 0, pour pouvoir factoriser par a
dans ce dernier, comme préconisé par l’énoncé.

Par disjonction de cas :

¢ Si a =0, la conclusion a = 0 est immédiate. C’est déja ca de pris...

Nous savons aussi :V x,y € R, 2bxy+dy?=0

Et il nous faut aboutir & : d =0, et ad — b2 > 0, c’est-a-dire, dans notre cas : b2 > 0,
Cest-a-dire, en fait : b =0 (parce que, dans tous les cas —b% <0, puisque b2 est un carré de
réel).

Profitons du fait que nous savons linégalité 2bxy +dy*® = 0 vraie pour tous réels x et y :

nous pouvons prendre les x et y que 'on veut, elle reste vraie...

En particulier, en prenant y=1etx=0:d =0

Cool! Maintenant, comment obtenir b égale zéro ?

En prenant y =1, nous savons : VxR, 2bx+d =0

Oui, je peux aussi fixer l’'un et garder l'autre quelconque...

La fonction affine f : x — 2bx + d est positive sur R, donc nécessairement constante.

Le coefficient directeur de la droite d’équation y = 2bx + d est donc nul. Autrement dit,
2b =0, puis b =0.

Eh oui... Une fonction affine, dont la courbe représentative est une droite, ne peut étre de
signe constant (autrement dit, sa droite représentative ne reste que d’un cété du plan par
rapport a l'axe des abscisses) que si elle est constante.

Un raisonnement légérement différent sur les limites était aussi possible : par Uabsurde,
st b #0, alors, selon le signe de b, l'une des limites en +0o ou en —oo de 2bx + d est —oo, ce

qui est absurde vu l'inégalité : Vx € R, 2bx+d = 0. Donc b =0.
Nous avons bien établi, danslecasa=0:a=0,d =0, et ad — b2=-b2>0

b
* Sia#0: pour tous réels x et y, a(x® +2— +—y2) =0
axy a
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2b d b b%y? d b2y?
Or:a(x®+—xy+— y2) a(x? 122 g 22 +—y2——g)
a a a? a a

Souvenirs de forme canonique de Premiere... J’ai ajouté un qui n’y était pas, pour

b2 2
former une identité remarquable. Bien sur, jai aussi soustrait un —5— a la fin pour
a
compenser. Une égalité, c’est sacré.
26 d b ad — b?)y?
Donc : Vx,y € R, (x2+—xy+ y2) [(x+—y)2+¢ =0 (%
a a a?
En particulier : pour x =1-— _y ety=0:
a
by b
[(1__y+_y +0|=ax1=a=0. Et méme ici : a >0 (puisque a #0)
a a

b d-b2)y?
Donc (en divisant (*) par a) : Vx,y €R, (x + _y) (@ 2 i =0
a

a

d—-b?
¢ 5 >0 puis ad —b%2=0

- b
En particulier : pour x = 2 et y=1:
a
Reste a prouver que d = 0... Quoi, encore un choix particulier de x et y? Non non, c’est
SOUS nos yeux.

D'out: ad = b2 > 0, puis ad = 0. Et comme, a > 0, nous en déduisons : d = 0.

Nous avons donc aussi établi danslecasa #0:a=0,d =0, et ad — b2>0

L'implication suivante est démontrée :

(V (x,7) € R?, ax®+2bxy +dy*>0) = (@20, d=0 et ad—b*=0)

« <= » Supposons maintenant que a =0, d =0, et ad — b2=0
eSia=0,-b2=0doncb=0.Dou:Vx,yeR: ax?+2bxy+dy?>=dy?>=0card =0
e Si a # 0 (donc en fait a > 0), on peut écrire, comme en (¥):

b d- b2 b d — b?)y?

=0
a ’ a?

Vx,y €R:ax®+2bxy+dy? —a[(x+
(car ad — b? = 0) et, comme précisé plus haut, a>0

D’ou: Vx,yeR, ax? +2bxy + dy2 =0

Oui, cette implication-ci est plus immédiate, méme si nous n’avons pas eu a réeffectuer la

transformation (*).
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Nous avons donc établi :

(@20, d=0 et ad-b%2=0) = (V (x,y)EIRZ, ax2+2bxy+dy220)

D’oti Péquivalence :| (V (x,y) € R?, ax®+2bxy+dy*=0) < (@20, d=0 et ad—b?=0)

Autrement dit, nous avons montré :
(VX € Mo 1(R), XTBX 20) < (220, d=0 et ad-b?=0)

Autrement dit*, nous avons établi:| B € S; si et seulement si(a =0, d =0 et ad - b2 >0)

*Celui-la était fait expres, pour finir en beauté; c’est un tic irrésistible chez moi de mettre
des « autrement dit » a tout va, jaime bien... Tout comme cette manie insupportable de
camoufler 'embarras d’une fin de phrase ou d’un adieu avec trois petits points. Bonnes

vacances...
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